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考虑载荷变化的准零刚度隔振器动态特性
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摘要
"

为了研究载荷变化对准零刚度隔振器动态特性及隔振性能的影响"首先"分析具有分段非线性特性的准零

刚度隔振器静力学特性'其次"引入光滑函数"应用增量谐波平衡法得到准零刚度隔振器的周期解"分析载荷与激

励幅值对隔振器动态特性的影响'最后"定义准零刚度隔振器的力传递率"分析载荷与激励幅值对其隔振性能的影

响(研究结果表明#当激励幅值较大时"载荷变化会导致响应的常数项在共振区附近出现交叉折叠的现象'载荷与

激励幅值的变化会改变隔振系统的共振频率!传递率峰值以及有效隔振频带"但该准零刚度隔振器的隔振性能仍

优于线性隔振器(

关键词
"

隔振器'准零刚度'分段非线性'增量谐波平衡法

中图分类号
"

DE&&!;&

'

DF?!?

'

G!$$

引
"

言

被动隔振器广泛应用于工程隔振问题中"线性

被动隔振器只有当激励频率大于系统固有频率的

槡$倍时才起隔振作用(为了增加隔振频带需要减

小隔振器的刚度"其结果是增大了隔振器的静位移

并降低了承载能力(具有准零刚度%

H

*-61

C

I5+)

C

631//,566

"简称
JKL

&特性的非线性隔振器由于具有

非常低的固有频率和较高的承载能力而适用于低频

隔振(准零刚度隔振器一般由正刚度弹性元件和负

刚度调节机构并联组成"正刚度弹性元件主要用于

承受载荷"负刚度调节机构则用于抵消正刚度弹性

元件的刚度"从而使隔振系统在静平衡位置处的刚

度趋向于零(负刚度调节机构具有多种实现方式(

=.-2*IM5N

等)

&

*提出了一系列具有准零刚度特性的

隔振系统(彭献等)

$

*利用连杆作为负刚度调节机

构"研究了准零刚度隔振器的设计方法(文献)

!C#

*

利用压杆作为负刚度调节机构设计了超低频隔振

器(

O-++5..-

等)

?

*利用两个斜置弹簧作为负刚度调

节机构建立了准零刚度隔振器模型并分析了其隔振

性能(

P5

等)

>

*利用两个对称的负刚度调节结构实

现了准零刚度隔振器并将其用于汽车座椅隔振(

Q)25+36),

等)

"

*利用磁铁弹簧实现了准零刚度隔振

器"提出了该隔振器的设计准则(刘兴天等)

'

*利用

屈曲欧拉梁作为负刚度调节机构实现了准零刚度隔

振器并研究了其动力学特性及隔振性能(徐道临

等)

R

*提出了气动可调式弹簧准零刚度隔振器并分析

了其隔振性能(孟令帅等)

&%

*利用碟形弹簧作为负

刚度调节机构实现了准零刚度隔振器(以上研究隔

振系统均处于额定载荷下"即最小刚度位于静平衡

位置(实际工程中若载荷发生变化"会导致隔振系

统的静平衡位置偏离其初始设计位置(此时系统的

最小刚度偏离新的静平衡位置"系统的刚度关于新

的静平衡位置不对称"对准零刚度隔振器的性能产

生影响(

LM-S

等)

&&

*分析了由载荷误差引起的刚度

不对称对高静低动刚度隔振器性能的影响(文献

)

&$C&!

*研究了过载对高静低动刚度隔振器动力学

特性的影响(笔者使用一种凸轮滚轮弹簧装置作为

负刚度调节机构与竖直弹簧并联构成准零刚度隔振

器"系统的刚度呈分段非线性(该隔振器结构与文

献)

&#

*中的模型相似"作者仅分析了额定载荷下隔

振器的动态特性(

笔者建立准零刚度隔振器模型"将系统恢复力

展开成五阶泰勒级数来提高分析的可靠性(由于传

统解析法无法得到系统的周期解"应用增量谐波平

衡法求解系统在力激励下的响应并分析载荷变化对

系统动力学特性的影响(分析准零刚度隔振器的力

!
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传递率"并与线性隔振器进行比较(

$

"

准零刚度隔振器模型

具有分段非线性的准零刚度隔振器示意图如图

&

所示(竖直弹簧的刚度为
!

"

"主要用于支撑载荷

#

(凸轮滚轮弹簧装置由半圆形凸轮!自由运动的

滚轮以及水平弹簧组成"凸轮与滚轮的半径分别为

$

$

和
$

&

"水平弹簧的刚度为
!

%

(

&

为载荷从静平衡

位置开始的位移(隔振系统的阻尼为线性黏性阻

尼"阻尼系数为
'

( 系统受到垂向简谐力激励
()

*

+

)

A)6

!

,

"其中#

+

)

和
!

分别为激励幅值和频率(当

准零刚度隔振器工作时"滚轮沿着凸轮表面上下滚

动"水平弹簧则沿着水平方向运动并为隔振器在竖

直方向提供负刚度(隔振器的刚度是否表现出分段

非线性取决于激励幅值的大小(

图
&

"

准零刚度隔振器示意图
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当激励幅值较小时"系统振幅小于临界位移

&

'

"滚轮仅沿凸轮表面运动"如图
$

%
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&所示(隔振

系统的恢复力与位移之间的关系为
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簧在静平衡位置的压缩量'
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凸轮滚轮在不同状态下的受力分析图
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为凸轮滚轮中心线与水平方向

的夹角(

恢复力可以表示为
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当激励幅值较大时"系统振幅大于临界位移

&

'

"则滚轮可能脱离凸轮表面"如图
$

%

A

&所示(此

时载荷仅由竖直弹簧支撑"故恢复力为
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当位移小于临界值时"即
1

#

1

'

"将式%
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求导"得到系统的无量纲刚度为
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将
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%

代入式%
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&"得到系统在静平衡位置处

的无量纲刚度为
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若系统在静平衡位置处的刚度为零"则可以实

现准零刚度特性(令
!

2

*

%

"得到准零刚度条件
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系统在
1

'

*
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时"无量纲力
C

位移及刚

度
C

位移曲线随
$

的变化规律如图
!

所示(可以看

出"静平衡位置的刚度随着
$

的增大而减小(当
$*

$

3

42

时"静平衡位置的刚度为零"系统实现准零刚度

特性(若
$

继续增加"静平衡位置附近的刚度将小

图
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无量纲力
C
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于零"系统变得不稳定"这在工程实际中是不允许出

现的(笔者选择
$*$
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当
1

#

1

'

时"将式%

#

&第
&

个表达式在
1

*

%

处展开成五阶泰勒级数"得到近似表达式为
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图
#

为考虑刚度分段特性的无量纲恢复力精确

表达式曲线(可以看出"无量纲恢复力在分段点

1

*

1

'

处出现跳跃现象"这使得增量谐波平衡法

无法正常迭代收敛得到周期解(需要引入光滑函

数)
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&的第
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个表达式可以替换为
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为双曲正

切函数'

'

为光滑因子"

'

越大"近似精度越高(

完整的无量纲恢复力近似表达式为

%

%

1

&

*

3-,M

'

1

.

1

% &% &

'

6

0

1

.

6 1

$

1

% &

'

%

1

0&

&

1

!

0&

$

1

?

1

#

1

% &

'

3-,M

'

1

0

1

% &% &

'

6

0

1

0

6 1

(

.

1

% &

%

&

'

'

%

&%

&

无量纲恢复力的精确表达式%

#

&与近似表达式

%

&%

&的对比曲线如图
#

所示(可见"近似曲线与精

确曲线具有较好的一致性"只在分段点处误差较大(

图
#

"

无量纲恢复力精确表达式与近似表达式对比曲线

%

$*

%5?

"

#

*

&

"

'*

?%

&

U1

:

;#

"

O)7

Z

-+16),)/3M55[-A3-,X-

ZZ

+)[17-35,),

C

X1

C

75,61),-.+563)+1,

:

/)+A5A*+N56

%

$*

%5?

"

#

*

&

"

'*

?%

&

%

"

增量谐波平衡法

额定载荷为
#

"载荷变化后为
#

$

"载荷变化后

系统的运动微分方程为
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将以上无量纲参数代入式%

&&

&"并将恢复力用

近似表达式代替"则式%
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&可以改写为
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!

*

?

&

?

, .

$

'

"

为雅克比矩阵"

"

*

@

&&

@

&$

@

$&

@

,

-

.

/

$$

'

$

为对应于
*

的导数向量"

$

*

A

&

A

, .

$

'

#

*

;

%

"

;

&

"/"

;

<

"

>

&

"/"

>

) *

<

D

'

!

#

为 增 量 向 量"

!

#

* !

;

%

"

!

;

&

"/"

!

;

<

"

!

>

&

"/"

!

>

) *

<

D

'

!

"

"

及
$

中各元素的积分表达式参考文献)

&>

*(

由于恢复力
%

%

1

&为分段非线性函数"故
!

"

"

及
$

中各元素需要分段积分得到(积分区间

%

"

$

) *

"

根据刚度转变时间来划分"刚度转变时间

由超越方程
1

%&

+ .

1

'

*

%

确定(设
+

%

*

%

"

+

B

0

&

*

$

"

"由该方程计算得到
B

个解#

+

&

"

+

$

"/"

+

B

( 于

是 积 分 过 程 在 区 间
+

%

"

+

) *

&

"

+

&

"

+

) *

$

"/"

+

B

"

+

B

0

) *

&

内分别完成"再求和得到积分结果(

为了方便迭代计算"利用频率
*

作为控制变

量"每个迭代过程中
*

保持为常量"即
!**

%

"得到

迭代方程为

"

%&

=

!

#

=

0

% &

&

*

!

%&

=

%

$%-

&

#

=

0

% &

&

*

#

%&

=

0!

#

=

0

% &

&

%

$%2

&

其中#

=

为迭代次数"给定一个初始解
#

"由式%

$%-

&

得到
!

#

'再由式%

$%2

&得到下一个解
#

直至残差向

量的范数
!

和增量向量范数
!

#

小于给定误

差时迭代结束"该状态下的解即为周期解(

!

(

-

&

"

!

#

(

-

$

%

$&

&

其中#

-

&

"

-

$

为给定误差(

&

"

计算结果

周期解包含的谐波项数
<

越大"则计算精度越

高"但耗费时间越长(

<

过小则计算精度无法满

足"故参考文献)

&?

*选择
<

*

&$

( 其他参数为#亚

谐阶数
"

*

&

"

$*

%5?

"

#

*

&

"

1

'

*

%5>

"

1

2

*

%5&

"

'*

?%

"

)

*

%5%$

"

-

&

*-

$

*

&%

.

>

( 增量谐波平衡法结合路径

跟踪法)

&"

*得到完整的幅频曲线(

""

(

*

&5&

"

(&

*

%5%#

"

**

%5>R$?

时响应的时间历

程如图
?

所示(其中#

1

7-[

为响应的最大幅值'

1

71,

为响应的最小幅值(可以看出"载荷变化时
1

7-[

与

1

71,

的绝对值不相等(

(

*

&5&

"

(&

*

%5%#

时准零刚

度隔振器的幅频响应曲线如图
>

所示(其中#

C

%

为

常数项"幅值
C

7-[

*

1

7-[

.

C

%

"

C

71,

*

1

71,

.

C

%

( 数

值解
&

为未引入光滑函数时采用龙格
C

库塔法求解

得到的数值解"数值解
$

为引入光滑函数求解得到

的数值解(可以看出"两数值解之间吻合的较好"并

与
\EF

法结果一致"表明引入光滑函数及使用
\EF

法求解的合理性(

图
?

"

响应的时间历程%

(

*

&5&

"

(&

*

%5%#

"

**

%5>R$?

&

U1

:

;?

"

D175M163)+

Y

)/3M5+56

Z

),65

%

(&

*

%5%%?

"

(

*

&5&

"

**

%5$"'?

&

载荷变化对系统共振频率及动力学响应的影响

如图
"

所示(可以看出"当激励幅值较小时%

(&

*

%5%%?

&"隔振器凸轮与滚轮一直处于接触状态"幅频

曲线与达芬系统相似(过载情况下当
C

7-[

处于峰

值%共振频率处&时"

C

%

对应着最小值"轻载情况下

结果则正好相反(随着载荷的增加"

C

%

随之增大'

C

7-[

的峰值先增大再减小'而
C

71,

的最小值一直保

持增大的趋势(共振频率随载荷的增加先减小再移

向高频'幅频曲线随载荷变化量
!

(

*

(

.

&

的增

加逐渐向左弯曲"即系统由刚度渐硬特性逐渐向刚

度渐软特性变化(值得注意的是"

C

7-[

与
C

71,

并非

图
>

"

准零刚度隔振器幅频响应曲线 %

(

*

&5&

"

(&

*

%5%#

&

U1

:

;>

"

=7

Z

.13*X5

C

/+5

H
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Y
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%

(
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图
"

"

不同载荷时的幅频曲线 %

(&

*

%5%%?

&

U1

:

;"

"

=7

Z

.13*X5

C

/+5

H

*5,A

Y

A*+N56/)+N-+1)*6.)-X6

%

(&

*

%5%%?

&

关于频率轴
*

对称"幅值的变化也不同"表明增量

谐波平衡法能比较全面地反映系统的特性(

""

当激励幅值较大时%

(&

*

%5%!

&"凸轮与滚轮会

周期性地接触和分离"载荷的变化对系统共振频率

及动力学响应的影响如图
'

所示"表现出复杂的动

态特性(过载情况下
C

%

在刚度转变点附近出现负

值"轻载时结果相反(

C

%

在共振区域附近出现交叉

折叠的现象"这与连续系统的动力学响应不同)

&!

*

(

另外"随着载荷的增加"共振频率逐渐向低频移动'

C

7-[

的峰值随之增加"

C

71,

的最小值则相应减小(

(

*

&5&

时"激励幅值对系统共振频率及动力学

响应的影响如图
R

所示(随着激励幅值的增大"

C

%

在共振区域附近先是出现负值再逐渐产生交叉折叠

的现象'

C

7-[

的峰值随之增大"

C

71,

的最小值则相

应地减小'共振频率先是快速向高频移动"然后缓慢

趋向于
&

"而共振区域则趋向于线性系统(

'

"

力传递率

现有大多数研究中非线性隔振系统的传递率是

根据线性振动理论来定义的)

'C&%

*

"即假设周期解中

包含的谐波项数只有一个且响应频率与激励频率相

图
'

"

不同载荷时的幅频曲线 %

(&

*

%5%!

&

U1

:

;'

"

=7

Z

.13*X5

C

/+5

H

*5,A

Y

A*+N56/)+N-+1)*6.)-X6

%

(&

*

%5%!

&

图
R

"

不同激励幅值下的幅频曲线 %

(

*

&5&

&

U1

:

;R

"

=7

Z

.13*X5

C

/+5
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同(但是当周期解中包含多个谐波项时"线性系统

所定义的传递率不再适用(非线性隔振器的力传递

率定义)

&'

*为

.

*

D

E

D槡%

%

$$

&

其中#

D

E

为传递力
(,

在一个周期
%

"

$

) *

"

的0平均

功率1"

D

E

*

&

$

"

+

$

"

%

(

$

,

X

+

'

D

%

是激励
(

在一个周期

%

"

$

) *

"

的0平均功率1"

D

%

*

&

$

"

+

$

"

%

(

$

X

+

'

.

表示两者

之间振动能量之比"

.

越小隔振性能越好'

(,

*

$

)

*

1:

0

%

&

%

1

&

.

(

.

% &

& 1

2

"

(

*

(&

A)6

%&

+

'

%

&

%

1

&为

未做光滑处理的无量纲恢复力"即

%

&

%

1

&

*

%

1

0&

&

1

!

0&

$

1

?

1

#

1

% &

'

1 1

$

1

% &

%

&

'

'
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图
&%

为
(&

*

%5%%?

时载荷的变化对隔振系统

力传递率的影响(可以看出#过载情况下"随着载荷

的增加"力传递率曲线逐渐向左弯曲并向高频移动'

起始隔振频率随之增加"有效隔振频带相应地减小"

隔振频带内的传递率增加'力传递率峰值也相应地

增大(轻载情况下同样会减小系统的有效隔振频带(

虽然载荷变化导致准零刚度隔振器的隔振性能变差"

但总体性能仍优于线性隔振器"因为准零刚度隔振器

仍然具有更宽的隔振频带和更低的传递率峰值(

图
&%

"

不同载荷时的力传递率 %

(&

*

%5%%?

&

U1

:

;&%

"

U)+A53+-,67166121.13

Y

/)+N-+1)*6.)-X6

%

(&

*

%5%%?

&

当激励幅值增加到
(&

*

%5%!

时"载荷的变化对

系统力传递率的影响如图
&&

所示(可以看出"力传

递率曲线比较复杂"主要由上下两支构成(随着载

荷的增加"传递率峰值随之增大"共振频率向低频移

动(过载情况下"下支曲线有效隔振频带内的传递

率随载荷的增加而增大'轻载情况也会导致有效隔

振频带内的传递率增大"但明显具有比线性隔振器

更低的传递率(因此当激励频率大于系统的向下跳

跃频率时"系统便能起到隔振效果(显然准零刚度

隔振器仍有着比线性隔振器更宽的隔振频带"传递

率峰值则与线性隔振器相当"并无明显地增加(

图
&&

"

不同载荷时的力传递率 %

(&

*

%5%!

&

U1

:

;&&

"

U)+A53+-,67166121.13

Y

/)+N-+1)*6.)-X6

%

(&

*

%5%!

&

图
&$

"

不同激励幅值下的力传递率 %

(

*

&5&

&

U1

:

;&$

"

U)+A53+-,67166121.13

Y

/)+N-+1)*65[A13-31),-7

C

Z

.13*X5

%

(

*

&5&

&

(

*

&5&

时激励幅值对系统力传递率的影响如

图
&$

所示(可以看出#随着激励幅值的增加"准零

刚度隔振器的共振频率先是迅速增加"然后缓慢趋

向于
&

"曲线在共振区域趋向于线性系统'传递率峰

值先迅速增加然后逐渐与线性系统相当'起始隔振

频率随着激励幅值的增加而增大"隔振性能变差(

值得注意的是"即使激励幅值很大%

(&

*

%5%'

&"准零

刚度隔振器的性能仍要优于线性隔振器"因为有着较

宽的隔振频带而传递率峰值则与线性系统相当(

(

"

结
"

论

&

&激励幅值较小时"增加载荷导致共振频率先

减小再向高频移动"载荷变化量增加使系统由渐硬

特性向渐软特性转变(激励幅值较大时"响应的常

数项在共振区域附近出现交叉折叠的现象"共振频

率随载荷的增加向低频移动(增大激励幅值使系统

共振频率向高频移动并趋向于
&

"共振区域趋向于

线性系统(

$

&激励幅值较小时"载荷变化导致系统力传递

率曲线向高频移动"有效隔振频带变窄"隔振效果变

差(激励幅值较大时"载荷的增加使系统的共振频

率减小"传递率峰值缓慢增加(增加激励幅值导致
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有效隔振频带变窄"传递率峰值增加(

!

&载荷变化和激励幅值的增加均会导致准零

刚度隔振器的隔振性能变差"但是与线性隔振器相

比仍具有更宽的隔振频带(因此该准零刚度隔振器

的隔振性能仍要优于线性隔振器(
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