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摘要　针对单一线性阻尼被动隔振无法兼顾共振区与隔振有效区的隔振性能问题，提出了时滞立方非线性主动阻

尼控制策略。以具备分段线性刚度液固混合介质受控隔振系统为研究对象，运用多尺度摄动法对受控系统进行主

共振分析，建立了等效刚度和等效阻尼的概念，并考察时滞对受控系统幅频特性与传递率特性的影响。研究结果

表明：由于主动时滞的引入，立方非线性速度反馈增益既可调控阻尼，还可以调整隔振系统的等效刚度；与单一线

性阻尼相比，立方速度反馈在不改变隔振有效区隔振效果的同时，显著降低了共振区的传递率；对于因鞍结分岔在

主共振造成的幅值跳跃，通过选择合适的反馈时滞可以有效抑制跳跃的出现；通过稳定性分析发现，受控系统并非

是全时滞稳定，因此最后给出控制器中反馈增益和时滞的参数区间设计方法。
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引　言

在航空航天、船舶等机械工程及石油化工生产

应用领域，低频隔振尤其是低频重载隔振是振动控

制工程中的难点［１２］。这是因为低频隔振既要求隔

振器拥有足够的刚性即承载能力大，同时还要求隔

振器的刚度较小即固有频率低，要具备一定的结构

稳定性，给低频隔振设计带来困难。

液固混合介质隔振器是近年来面向低频重载隔

振需求研制的一种基于新型隔振机理的被动低频重

载隔振技术［３５］，其特点在于可通过液压原理将较大

的扰动集中力转化为较小的油液压力，因此能够承

受较大的载荷且具有较长的疲劳寿命，而且通过增

加单元体数量可有效降低隔振系统的固有频率。液

固混合介质隔振虽然具备大承载、低刚度的隔振力

学特性，但仍属于线性隔振技术范畴，虽然弱线性阻

尼有利于提高隔振有效区的隔振效果，但无法有效

抑制共振区的响应。过大的位移响应会产生较大的

结构应力，降低隔振器件的疲劳寿命，甚至造成致命

破坏。针对该问题，一种研究思路是将低频重载被

动隔振装置与主动控制技术集成使用，发挥主、被动

技术的共同优势，进一步提升被动隔振装置的隔振

性能，这在船舶减振降噪、石油化工等工业生产领域

有重要的应用价值。在现有隔振方法中，马建国

等［６］提出了基于空气弹簧被动隔振器结合磁悬浮作

动的主／被动混合隔振系统，试验证明可显著降低主

动控制试验平台的低频线谱振动。李雨时等［７］联合

了橡胶隔振器与主动压电堆作动器，采用前馈控制

算法对隔振系统进行主动控制研究。

为了保证隔振有效区较好隔振效果、同时又能

抑制共振区传递性能，笔者根据液固混合介质被动

隔振装置，提出了基于时滞立方速度反馈控制策略

的主动阻尼控制技术。在控制器中人为引入可控时

滞量，以实现非线性系统的分岔控制与振动控

制［８９］，这也是目前主动控制设计规避时滞影响由被

动转为主动设计的一种新思路。

１　受控隔振系统及其数学模型

对于单层隔振浮筏而言［１０］，动力设备质量及其

安装平台通过多个隔振器支撑直接连接在船体基础

之上。仅考虑垂向运动的情形，图１所示的液固混

合介质受控隔振系统可用来简化描述其动力学行

为。其中：被动隔振器部分为波纹管式液固混合介

质被动隔振装置［４５］；主动作动控制则包含了控制器

和作动器等部件。波纹管式液固混合介质隔振器是

隔振系统的主要承载部件，在图１中为弹簧与阻尼

器并联。激振器通过连杆与上层质量块刚性连接，

用来模拟设备的振动，上层质量块由隔振器支撑在
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基础上。取上层质量块加速度信号作为主动控制的

反馈信号，通过积分器获得作为反馈的速度信号。

图１的设计方案有２个优点：ａ．在主动控制部分失

效的情形下，被动隔振器仍然可维持隔振系统的运

作，但要求所选取作动器的附加刚度较低，如电磁式

作动；ｂ．易于将该主动隔振发展为主／被动混合隔

振，混合隔振［１１１２］在实际应用中更具发展潜力。

图１　液固混合介质受控隔振系统

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｓｏｌｉｄａｎｄｌｉｑｕｉｄｍｉｘｔｕｒｅ（ＳＡＬｉＭ）

ｖｉｂｒａｔｉｏｎｉｓｏｌａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ

舰载动力设备一般为旋转机械，所产生的扰动

力一般可表述为谐波激励，因此受控液固混合介质

隔振系统的动力学方程可描述为

犕犡
··

（狋）＋犆１犡
·

（狋）＋犉ｋ［犡（狋）］＋犆２犡
·
３（狋－δ）＝

犉ｃｏｓω狋 （１）

其中：犕 为负载质量；犡（狋）为负载质量振动位移；

犆１犡
·

（狋）为隔振器提供的线性阻尼力；犆２ 为作动器

的反馈增益；由于反馈控制力主要起到阻尼控制效

果，δ为控制系统的时滞量。

波纹管液固混合介质的分段双线性弹性恢复力

犉ｋ（犡）和位移犡的关系为

犉ｋ（犡）＝
犓１犡 （犡≥犪ｃ）

犓２犡＋（犓１－犓２）犪ｃ （犡＜犪ｃ
烅
烄

烆 ）
（２）

其中：犪ｃ为刚度转折点处的临界位移。

为了便于后续动力学响应求解与分析，首先对

式（１）无量化处理，作如下参数变换

ω０＝ 犓１／槡 犕

Ω＝ω／ω０

犜＝ω０狋

τ＝ω０δ

狓＝犡／犪ｃ

ξ１＝犆１／２犕ω０

ξ２＝犆２（犪ｃω０）
３／犓１犪ｃ

犳＝犉／犓１犪

烅

烄

烆 ｃ

（３）

进而得到

ｄ犡（狋）

ｄ狋
＝ω０犪ｃ

ｄ狓（犜）

ｄ犜

ｄ２犡（狋）

ｄ狋２
＝ω

２
０犪ｃ
ｄ２狓（犜）

ｄ犜２

ｄ犡（狋－δ）

ｄ狋
＝ω０犪ｃ

ｄ狓（犜－τ）

ｄ

烅

烄

烆 犜

（４）

　　定义ε＝
ｄｅｆ

１－犓２／犓１，并将式（３），（４）代入

式（１），得到无量纲方程为

狓̈（犜）＋狓（犜）＋２ξ１
狓（犜）＋ξ２

狓３（犜－τ）＋

ε犵［狓（犜）］＝犳ｃｏｓ（Ω犜） （５）

其中

犵（狓）＝
０ （狓≤１）

－（狓－１） （狓＞１
｛ ）

（６）

２　系统参数对主共振的影响

采用多尺度法分析式（５）的主共振情况，引入

ξ１＝犗（ε），ξ２＝犗（ε），犳＝犗（ε），Ω
２
＝１＋εσ，σ＝犗（１）

并设ξ１＝εξ１^，ξ２＝εξ２^，犳＝ε犳^，代入式（５）得到

狓̈（犜）＋狓（犜）＝ε｛－犵［狓（犜）］－２ξ１^
狓（犜）－

ξ２^
狓３（犜－τ）＋犳^ｃｏΩ犜｝ （７）

　　为简便起见，笔者仅研究一阶近似解，具有两个

时间尺度，如

狓（犜）＝狓０（犜０，犜１）＋ε狓１（犜０，犜１）＋犗（ε
２）

（犜狉＝ε
狉犜；狉＝０，１） （８）

　　利用微分算子

ｄ

ｄ犜
＝


犜０
＋ε



犜１
＋犗（ε

２）≡犇０＋ε犇１＋犗（ε
２）

ｄ２

ｄ犜２
＝犇

２
０＋２ε犇０犇１＋犗（ε

２

烅

烄

烆
）

（９）

　　将式（８），（９）代入式（７），比较ε的同次幂，得到

ε
０：犇２０狓０（犜０，犜１）＋Ω

２狓０（犜０，犜１）＝０ （１０）

ε
１：犇２０狓１（犜０，犜１）＋Ω

２狓１（犜０，犜１）＝

－２犇０犇１狓０（犜０，犜１）－犵［狓０（犜０，犜１）］－

２ξ１^
狓０（犜０，犜１）－ξ２^

狓３０（犜０－τ，犜１）＋

犳^ｃｏｓΩτ＋σ狓０（犜０，犜１） （１１）

式（１０）的解为

狓０（犜０，犜１）＝犪（犜１）ｃｏｓ［Ω犜０＋φ（犜１）］（１２）

　　将式（１２）代入式（１１），令φ＝犜０＋φ（犜１），得到

犇２０狓１（犜０，犜１）＋Ω
２狓１（犜０，犜１）＝ －２（－Ω犇１犪ｓｉｎφ－

Ω犪犇１φｃｏｓφ）－犵［狓０（犜０，犜１）］＋ （犳^ｃｏｓｃｏｓφ ＋

犳^ｓｉｎｓｉｎφ）＋２ξ１^Ω犪ｓｉｎ－ξ２^（－犪Ω ）
３ｓｉｎ３（－Ωτ）＋

σ犪ｃｏｓ （１３）

为了消除永年项，需要令式（１３）右边的ｓｉｎ和

ｃｏｓ的系数分别为０，即

ｓｉｎ：
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２Ω犇１犪＋犳^ｓｉｎφ＋２ξ１^Ω犪＋
３

４ξ
２^犪
３
Ω
３ｃｏｓ（Ωτ）＋

　　犃１＝０ （１４）

ｃｏｓ：

２Ω犪犇１φ＋犳^ｃｏｓφ＋σ犪－
３

４ξ
２^犪
３
Ω
３ｓｉｎ（Ωτ）＋犃２＝０

（１５）

其中：犃１ 和犃２ 分别为分段函数犵［狓０（犜０，犜１）］的

傅里叶展开的基波项。

其积分区间可分为 ［０，φ０］，［φ０，２π－φ０］和

［２π－φ０，２π］，即

犃１＝
１

π∫
２π

０

［－犵（狓０）ｓｉｎφ］ｄφ＝

１

π
｛∫
φ０

０

［（狓０－１）ｓｉｎφ］ｄφ＋

∫
２π

２π－φ０

［（狓０－１）ｓｉｎφ］ｄφ｝＝０ （１６）

犃２＝
１

π∫
２π

０

［－犵（狓０）ｃｏｓφ］ｄφ＝

１

π
｛∫
φ０

０

［（狓０－１）ｃｏｓφ］ｄφ＋

∫
２π

２π－φ０

［（狓０－１）ｃｏｓφ］ｄφ｝＝

１

π
（犪φ０－ｓｉｎφ０） （１７）

其中：φ０ 为刚度转折点处相位。

整理式（１４）和式（１５）得到

犇１犪＝－
１

２Ω
［犳^ｓｉｎφ＋２ξ１^Ω犪＋

３

４ξ
２^犪
３
Ω
３ｃｏｓ（Ωτ）］

（１８）

犪犇１φ＝－
１

２Ω
［犳^ｃｏｓφ＋σ犪－

３

４ξ
２^犪
３
Ω
３ｓｉｎ（Ωτ）＋犃２］

（１９）

　　令犇１犪＝犇１φ＝０，得到稳态主共振响应，联立式

（１８）和（１９），结合 （ｓｉｎφ）
２
＋（ｃｏｓφ）

２
＝１，得到

［２ξ１^Ω犪＋
３

４ξ
２^犪
３
Ω
３ｃｏｓ（Ωτ）］

２

＋

　　 ［σ犪－
３

４ξ
２^犪
３
Ω
３ｓｉｎ（Ωτ）＋犃２］

２

＝犳^
２（２０）

　　两边同乘ε
２ 得到

　　　　［２ξ１Ω犪＋３／４ξ２犪
３
Ω
３ｃｏｓ（Ωτ）］

２
＋

　［（Ω
２
－１）犪－３／４ξ２犪

３
Ω
３ｓｉｎ（Ωτ）＋ε犃２］

２
＝犳

２

（２１）

　　为了方便讨论，将式（２１）改写为

［２ξ１＋３／４ξ２犪
２
Ω
２ｃｏｓ（Ωτ）］

２（Ω犪）
２
＋｛Ω

２
－

［１＋３／４ξ２犪
２
Ω
３ｓｉｎ（Ωτ）－ε

犃２
犪
］｝２犪２＝犳

２（２２）

　　线性系统幅频响应隐式表达为

（２ξ１）
２（Ω犪）

２
＋（Ω

２
－１）

２犪２＝犳
２ （２３）

　　通过式（２２）和（２３）的比对阻尼系数与无量纲刚

度“１”所在位置，定义等效阻尼和等效刚度为

ξｅｑ＝
ｄｅｆ

ξ１＋
３

８ξ
２犪
２
Ω
２ｃｏｓ（Ωτ） （２４）

犽ｅｑ＝
ｄｅｆ

１＋
３

４ξ
２犪
２
Ω
３ｓｉｎ（Ωτ）－ε

犃２
犪

（２５）

　　笔者通过获取非线性幅频响应方程得到的等效

刚度和等效阻尼本质上是基力等价的原理。通过

式（２４），（２５）可以看出：当τ＝０时，非线性速度反馈

增益ξ２ 只起到调节阻尼的效果；若引入反馈时滞，

非线性速度反馈增益也出现在等效刚度项中，所以

也可调节系统等效刚度。

图２比较了引入不同时滞量时，隔振系统的解

析和数值位移幅值响应，参数均为无量纲参数。结

果表明：短时滞量时，解析和数值仿真结果较为吻

合。特别注意到，当时滞τ＝３π／４时，在给定系统参

数和反馈参数条件下，数值仿真无法得到给定初始

条件的稳定解，这主要是由于所给的系统参数和反

馈参数不符合稳定性条件。

图２　主动隔振系统的位移幅频响应

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｍｐｌｉｔｕｄｅｓｖｓ．ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｆｒｅ

ｑｕｅｎｃｙｆｏｒｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｉｓｏｌａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ

３　系统参数对传递率的影响分析

为了证实非线性速度时滞反馈对隔振性能的影

响，采用最大力传递率作为评价指标进行评估。

图３为线性阻尼对未受控隔振系统最大力传递率的

影响。结果表明，尽管阻尼增大抑制了共振区的最

大力传递率及位移幅值，但隔振有效区内的隔振效

果变差。

由于隔振系统的刚度为分段非线性，因此其动

力学响应分为最大幅值未超越刚度转折点以及超越

转折点两种情况。图４为非线性速度反馈增益对力

传递率的影响。可以看出，当振动位移未超过刚度
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图３　线性阻尼ξ１ 对力传递率的影响

Ｆｉｇ．３　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｔｈｅｌｉｎｅａｒｄａｍｐｉｎｇξ１ｏｎｔｈｅｆｏｒｃｅｔｒａｎｓ

ｍｉｓｓｉｂｉｌｉｔｙ

转折点时，尽管反馈增益显著变化，但高频隔振有效

频带的隔振性能几乎保持不变，同时共振区的力传

递率随着反馈增益的增大而明显降低。

图４　反馈增益ξ２ 对力传递率的影响

Ｆｉｇ．４　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｆｅｅｄｂａｃｇａｉｎξ２ｏｎｔｈｅｆｏｒｃｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｂｉｌ

ｉｔｙ

图５为时滞量对力传递率的影响（犪＜１）。可

以看出，当振动位移未超过刚度转折点时，时滞的增

加会导致系统共振频率往右偏移并导致跳跃出现，

这种现象不利于隔振；同时共振区的传递率也略有

恶化，但几乎对高频隔振有效区的传递率没有影响。

图５　时滞量τ对力传递率的影响（犪＜１）

Ｆｉｇ．５　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｔｈｅｔｉｍｅｄｅｌａｙτｏｎｔｈｅｆｏｒｃｅｔｒａｎｓｍｉｓｓｉ

ｂｉｌｉｔｙ（犪＜１）

对于较大幅值响应可以超越刚度转折点的情

形，需要联合考虑分段非线性因素与时滞的综合影

响。图６为时滞量τ对力传递率的影响（犪≥１）。

可以看出，刚度非线性引发的幅值跳跃会随着时滞

的增加而消失，而力传递率随着时滞的变化几乎未

受影响，与低幅值响应下时滞对传递率影响的结论

保持一致。综合来看，在该情形下合理的时滞有利

于控制跳跃的发生从而改善隔振性能。

图６　时滞量τ对力传递率的影响（犪≥１）

Ｆｉｇ．６　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｔｈｅｔｉｍｅｄｅｌａｙτｏｎｔｈｅｆｏｒｃｅｔｒａｎｓｍｉｓｓｉ

ｂｉｌｉｔｙ（犪≥１）

４　稳定性分析与参数设计

由于实际诸多不确定因素的存在，系统参数还有

控制器中的时滞量并不是完全确定，针对这种情况，

系统稳态响应的稳定性及鲁棒性就显得尤为重要。

为了研究受控系统定常解的稳定性，将式（１８），

（１９）在平衡点处线化，得到关于扰动量的自治微分

方程为

犇１Δ犪＝－［ξ１^＋
９

８ξ
２^犪
２
Ω
２ｃｏｓ（Ωτ）］Δ犪＋

１

２Ω
［σ犪－

３

４ξ
２^犪
３
Ω
３ｓｉｎ（Ωτ）＋犃２］Δφ （２６）

犇１Δφ＝
１

犪
［－
１

２Ω
σ－

１

２Ω
犃′２＋

９

８ξ
２^犪
２
Ω
２ｓｉｎ（Ωτ）］Δ犪－

１

２Ω犪
［２ξ１^Ω犪＋

３

４ξ
２^犪
３
Ω
３ｃｏｓ（Ωτ）］Δφ （２７）

其中：犃２＝
１

π
（犪φ０－ｓｉｎφ０）；犃

′
２＝
１

π
（φ０＋犪

ｄφ０
ｄ犪
－

ｄφ０
ｄ犪
ｃｏｓφ０）。

线化矩阵的特征方程为

λ
２
＋［２ξ１^＋

３

２ξ
２^犪
２
Ω
２ｃｏｓ（Ωτ）］λ＋犛１犛４－犛２犛３＝０

（２８）

其中：犛１＝－［ξ１^＋
９

８ξ
２^犪
２
Ω
２ｃｏｓ（Ωτ）］；

犛２＝
１

２Ω
［σ犪－

３

４ξ
２^犪
３
Ω
３ｓｉｎ（Ωτ）＋犃２］；

犛３＝
１

犪
［－
１

２Ω
σ－

１

２Ω
犃′２＋

９

８ξ
２^犪
２
Ω
２ｓｉｎ（Ωτ）］；

犛４＝－
１

２Ω犪
［２ξ１^Ω犪＋

３

４ξ
２^犪
３
Ω
３ｃｏｓ（Ωτ）］。

根据ＲｏｕｔｈＨｕｒｗｉｔｚ定理，定常解稳定的充要
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条件为

∑１
＝
ｄｅｆ

２ξ１＋
３

２ξ
２犪
２
Ω
２ｃｏｓ（Ωτ）＞０ （２９）

且

∑２
＝
ｄｅｆ

犛１犛４－犛２犛３ ＞０ （３０）

　　结合幅频响应方程和稳定性条件，图７为时滞

对系统响应稳定性的影响。可以看到，图７（ａ）中，

对于任何时滞的取值，系统均是稳定的。在图７（ｂ）

中，系统响应的稳定性随时滞的变化进行交替性的

切换：在犎狆１ ～犎狆２ 区间，系统响应失稳；在犎狆２ ～

犎狆３区间，系统响应则切换为稳定；在犎狆３～犎狆４区

间再次失稳，随着时滞的增加，这种切换将近乎周期

性的出现，而参数设计目的则是保证选取参数落入

稳定区间内。图８为受控隔振系统在不同非稳定区

间内的数值响应。可以看出，根据选取参数的不同，

运动状态可分为有界的概周期运动和发散两种情

况。但在工程意义上，不管响应发散还是存在极限

环，都会导致系统设计的失败，因此需要避免。

图７　时滞对响应稳定性的影响

Ｆｉｇ．７　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓｏｆｔｈｅｔｉｍｅｄｅｌａｙｏｎｒｅｓｐｏｎｓｅｓｔａｂｉｌｉｔｙ

图９为反馈增益与时滞的设计区域，以下从稳

定性角度出发给出反馈参数设计的思路。首先，给

定一具体系统（犳＝０．１７８６；ε＝０．６）及其振幅极限

犪ｄ ＝１．２，根据式（２１）确定犪ｄ ＝１．２的参数分界线。

参数分界线以上区域为可选参数区域，在该区域内

系统响应最大幅值小于振幅极限犪ｄ ＝１．２；但在该

区间内，受控系统响应存在非稳定的部分，因此根据

图８　受控隔振系统的数值响应

Ｆｉｇ．８　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｉｓｏｌａｔｉｏｎ

ｓｙｓｔｅｍ

式（２８）确定稳定动力学响应所对应的参数区间。最

终，在符合振幅极限要求的参数范围内选择稳定的

响应区域即可，如图９中左上与右上阴影所示。

图９　反馈增益与时滞的设计区域

Ｆｉｇ．９　Ｄｅｓｉｇｎｚｏｎｅｓｆｏｒｔｈｅｆｅｅｄｂａｃｋｇａｉａｎａｎｄｔｉｍｅｄｅｌａｙ

５　结　论

１）对于受控液固混合介质隔振系统，时滞的引

入使非线性速度反馈项不仅起到调节阻尼的作用，

还有效改变了系统刚度，因此可通过合理的反馈参

数选择实现对幅值跳跃现象的调控。

２）数值仿真研究证实，隔振器本身的小阻尼虽

然有利于高频隔振，但共振区的传递率明显增加；而

非线性主动阻尼在不改变隔振有效区力传递率的同

时，显著降低了共振区的传递率，因此在隔振设计时

需综合二者优势进行参数设计。

３）受控隔振系统的响应稳定性随时滞发生稳

定性切换，即稳定区间与不稳定区间随时滞的变化

间隔出现，因此时滞稳定性是反馈参数设计时必须

着重考量的内容。最后，基于受控系统动力学响应
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的稳定性分析，给出了控制器中的反馈增益与反馈

时滞参数选取区间的确定办法，以便于工程设计。
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