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不同齿根裂纹深度的啮合刚度与振动响应分析
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摘要 针对裂纹对啮合刚度的影响，首先，利用裂纹尖端到单齿中线的距离（hc1，hc2）与 1/2齿顶圆齿厚（hr）的关系把

齿根裂纹模型分为 3种情况，利用能量法原理分析啮合刚度随着裂纹深度增大的变化趋势；其次，通过有限元法分

析不同深度的齿根裂纹齿轮啮合刚度，进而验证了模型的有效性；最后在啮合刚度的基础上，建立齿轮系统动力学

模型，分析含不同齿根裂纹深度的齿轮系统振动响应。研究表明，啮合刚度随着裂纹深度的增大而减小，且减小幅

度逐步增大，当裂纹深度大于 50%时减小幅度加剧；振动响应随裂纹深度的增大而加剧且出现周期性冲击，啮合频

率附近产生微小杂频，相位图和庞加莱图中轨迹和离散点聚集区逐步增大。
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引 言

齿轮啮合刚度的周期性变化是齿轮系统产生振

动的主要内部激励。啮合刚度会随轮齿的变形而改

变，从而导致系统产生振动和噪声等问题，影响机械

设备的正常工作。吴家腾等［1］利用解析有限元法分

析了不同裂纹深度下的啮合刚度并研究了其对振动

响应的影响。Wu等［2］通过能量法计算出不同裂纹

模型下的齿轮啮合刚度，同时分析了含裂纹故障的

齿轮系统振动响应的变化。万志国等［3⁃4］分析了齿

根裂纹扩展及不同深度的齿根裂纹对时变啮合刚度

的影响。王旭等［5］考虑齿轮的时变啮合刚度、传动

误差和轴承支撑刚度的影响，分析了故障齿轮系统

的信号特征。文献［6⁃7］在分析齿轮时变啮合刚度

时，考虑较为真实的过渡曲线，对现有的能量法计算

齿轮啮合刚度作了进一步修正。胡信鹏［8］利用能量

法推导出齿根裂纹深度不超过半齿厚时的啮合刚度

计算公式，分析了含齿根裂纹故障的齿轮啮合刚

度。杨文广等［9］将行星齿轮的太阳轮断齿故障等效

到时变啮合刚度中，对其正常和断齿状态下的动力

学模型进行求解。刘杰等［10］将轮齿简化为悬臂梁

分析齿轮的刚度计算方法，研究了太阳轮齿根裂纹

对系统响应的影响。Wang等［11］提出了一种计算齿

轮副时变啮合刚度的解析模型，分析了齿轮啮合刚

度与振动特征在时域和频域的关系。Shao等［12］建

立了行星轮系的动力学模型，分析了齿根裂纹对系

统振动响应的影响。Rezaei等［13］提出了一种用来检

测斜齿轮中含多裂纹位置的方法。Yu等［14］分析了

含齿根裂纹故障的齿轮对系统动态特性的影响。

Jin等［15］利用小波原理去噪，再利用经验模态分解特

性，分析裂纹齿对系统动态响应的影响。崔玲丽

等［16］利用能量法与有限元法，研究了齿轮啮合刚

度，但没有根据裂纹深度的不同对齿根裂纹模型分

类细化。国内外许多著名学者都对含裂纹故障的齿

轮啮合刚度进行了大量的研究，但是对于划分出不

同深度的裂纹模型所对应的弯曲刚度与剪切刚度原

理的研究相对较少。

笔者把齿根裂纹划分为 3种情况，即根据裂纹

尖端到单齿中线的距离（hc1，hc2）与 1/2齿顶圆齿厚

（hr）的关系分为：hc1≥hr，hc1≤hr，hc2≤hr裂纹深度 q>
qmax时。利用能量法原理及不同齿根裂纹模型下的

弯曲刚度、剪切刚度公式，分析了齿轮啮合刚度随裂

纹深度增大的变化。同时，利用 ANSYS有限元软

件，建立齿轮系统有限元模型，计算出不同齿根裂纹

模型的齿轮啮合刚度，从而验证了把齿根裂纹模型

分为 3种情况所计算出的啮合刚度的准确性。在啮

合刚度的基础上，建立多自由度齿轮系统动力学模

型分析了裂纹对齿轮系统振动响应的影响。
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1 齿轮副啮合刚度计算原理

1.1 健康齿轮啮合刚度计算

能量法计算齿轮的啮合刚度是一种较为精确的

计算方法，在直齿圆柱齿轮上可以把每个轮齿当作

一个变截面的悬臂梁。轮齿的啮合刚度为齿面法向

作用力与变形量之比，因而齿轮啮合刚度可以看作

是法向力与悬臂梁在作用力下的变形之比。齿轮中

所存储的能量主要包括赫兹能量、弯曲能量、压缩能

量及剪切能量，与各能量相对应的为赫兹刚度、弯曲

刚度、压缩刚度及剪切刚度，各啮合刚度的串联为总

啮合刚度。

各能量公式为
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U h =
F 2

2kh

U b =
F 2

2kb

U a =
F 2

2ka

U s =
F 2

2k s

（1）

其中：Uh为赫兹能量；Ub为弯曲能量；Ua为压缩能

量；Us为剪切能量；F为啮合点处的作用力；kh为

赫兹接触刚度；kb为弯曲刚度；ka为压缩刚度；ks为

剪切刚度。

根据赫兹定理可知，赫兹刚度与接触位置无

关。赫兹接触刚度［17］可表示为

kh =
πEL

4 ( 1- v2 ) （2）

其中：E为弹性模量；L为齿轮宽度；v为泊松比。

根据材料力学悬臂梁理论并结合图 1可知，弯

曲能量、压缩能量和剪切能量公式可表示为
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U b = ∫0
d [ ]F b ( )d- x -M

2

2EIx
dx

U a = ∫0
d F a 2

2EAx
dx

U S = ∫0
d 1.2F b 2
2GAx

dx

（3）

其中：Ix为距离齿根 x处的截面面积惯性矩；M为弯

矩；Ax=2hxL为横截面积；G为剪切模量；Fa为啮合

力沿水平方向的分力；Fb为啮合力沿垂直线方向的

分力；d为啮合点到齿根的距离；x为啮合区任意点

到齿根圆的距离。

由式（1），（3）可以推导出弯曲刚度、压缩刚度、

剪切刚度

1
kb
=

∫-α1
α2 3 { 1+cos α1 [ ( α2-α )sin α-cos α ] }2 ( α2-α )cosα

2EL [ sin α+( α2-α )cos α ]3
dα

（4）
1
ka
= ∫-α1

α2 ( α2 - α )cosα sin2α1
2EL [ sin α+( α2 - α )cos α ] dα （5）

1
k s
= ∫-α1

α2 1.2 ( )1+ v ( α2 - α )cosα cos2α1
EL [ sin α+( α2 - α )cos α ] dα （6）

其中：α为距离基圆位置 x处啮合压力角；α1为啮合

力和竖直线的夹角，等于啮合压力角；α2为基圆半齿

厚所对的中心角。

由于没有考虑齿轮基体的柔性变形，使得以上

方法计算出的啮合刚度值偏大。为了使得计算值更

加准确，文献［18］考虑了基体变形对啮合刚度的影

响，基体变形所引起的刚度公式为

1
kf
= cos2α

EL {L* ( ufsf )
2

+M * ( ufsf )+ P * ( 1+ Q * tan2α)}
（7）

其中：各参数详见文献［18］。

齿轮的啮合刚度，即为赫兹刚度、弯曲刚度、压

缩刚度及剪切刚度和基体变形引起的刚度的串联形

式。因此，齿轮啮合刚度公式由式（8），（9）所示。

当一对齿轮啮合时啮合刚度为

k=
1

1
kh
+ 1
kb1
+ 1
ka1
+ 1
k s1
+ 1
k f1
+ 1
kb2
+ 1
ka2
+ 1
k s2
+ 1
k f2

（8）
其中：下角标 1，2表示主动轮、从动轮。

当两对齿轮啮合时啮合刚度［16］为

图 1 齿轮受力示意图

Fig.1 Force diagram of gear
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k= ∑
i= 1

2 ( 1
1
kh，i
+ 1
kb1，i

+ 1
ka1，i

+ 1
k s1，i

+ 1
k f1，i

+

)1

+ 1
kb2，i

+ 1
ka2，i

+ 1
k s2，i

+ 1
k f2，i

（9）

其中：i=1时为第 1对齿轮啮合；i=2时为第 2对齿

轮啮合。

1.2 裂纹齿轮啮合刚度计算

当齿轮产生裂纹时，弯曲刚度和剪切刚度会随

裂纹的产生而变化，赫兹接触刚度、压缩刚度及基体

刚度不变。因此，当齿轮产生裂纹时只需对弯曲刚

度、剪切刚度进行相应的调整即可。根据本研究实

际模型，假设裂纹沿着 A到 B再到 C的路径逐次扩

展，当裂纹深度 q为 2.95 mm时达到最大值，裂纹扩

展角 β为 45°，如图 2（a）所示，而在实际建模时裂纹

的增长趋势如图 2（b）所示。结合文献［2］所述，本

模型中含齿根裂纹的弯曲刚度、剪切刚度可分为 3
种情况，如图 3~5所示。

齿根产生裂纹时，有效截面惯性矩和横截面积

会发生改变。当裂纹深度 q<qmax时，有效截面惯性

矩和横截面积可表示为

Ix=
ì

í

î

ïï
ïï

1
12 ( )h c1 + hx

3
L ( 0≤ x≤ gc )

1
12 ( )2hx

3
L ( x> gc )

（10）

Ax= {( )h c1 + hx L ( 0≤ x≤ gc )

( )2hx L ( x> gc )
（11）

其中：hx为啮合区内任意一点到齿根圆的距离；gc为
啮合点到齿根处的距离。

第 1种情况：当 hc1≥hr，α1<90°时，此时裂纹深

度 q较小（文中模型 q≤1.84 mm），如图 3所示，含裂

纹齿的弯曲刚度和剪切刚度可表示为
1
kbc
=

∫-α1
α2 12 { 1+ cos α1 [ ( α2- α )sin α-cos α ] }2 ( α2- α )cosα

EL [ sin α2-( q/R b )sin ν+sin α+( α2- α )cos α ]3
dα+

∫
- π2

α1 3 { 1+ cos α1 [ ( α2- α )sin α-cos α ] }2 ( α2- α )cos α
2EL [ sin α+( α2- α ) cos α ]3

dα

（12）
1
k sc
=

∫-α1
α2 2.4 ( 1+ ν ) ( α2 - α )cosα cos2α1
EL [ sin α2 -( q/R b )sinν+ sin α+( α2 - α )cos α ] dα+

∫
- π
2

α1 1.2( 1+ ν ) ( α2 - α )cosα cos2α1
EL [ sin α2 -( q/R b )sinν+ sin α+( α2 - α )cos α ] dα

（13）

图 4 齿根裂纹模型 2
Fig.4 Root crack model 2

图 2 齿根裂纹

Fig.2 Root crack

图 3 齿根裂纹模型 1
Fig.3 Root crack model 1

图 5 齿根裂纹模型 3
Fig.5 Root crack model 3
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第 2种情况：当 hc1<hr，α1>90°时，此时裂纹深度

q增大，q≤qmax（文中模型 1.84 mm<q≤qmax），如图 4
所示，含裂纹齿的弯曲刚度和剪切刚度可表示为
1
kbc
=

∫-α1
α2 12 { 1+cos α1 [ ( α2-α )sin α-cos α ] }2 ( α2-α )cosα

EL [ sin α2-( q/R b )sin ν+sin α+( α2-α )cos α ]3
dα

（14）
1
k sc
=

∫-α1
α2 2.4 ( 1+ ν ) ( ( α2 - α ) )cosα cos2α1
EL [ sin α2 -( q/R b )sinν+ sin α+( α2 - α )cos α ] dα

（15）
第 3种情况：当 hc2<hr，α1>90°时，裂纹深度 q>

qmax，如图 5所示，含裂纹齿的弯曲刚度和剪切刚度

可表示为
1
kbc
=

∫-α1
α2 12 { 1+ cos α1 [ ( α2 - α )sin α- cos α ] }2 ( α2 - α )cosα

EL [ sin α2 -( q1/R b )sin ν+( α2 - α )cos α ]3
dα

（16）
1
k sc
=

∫-α1
α2 2.4 ( 1+ ν ) ( α2 - α )cosα cos2α1
EL [ sin α2 -( q1/R b )sin ν+( α2 - α )cos α ] dα

（17）
根据不同模型下的裂纹齿轮弯曲刚度和剪切刚

度原理，并结合齿轮综合啮合刚度公式（8）、公式（9）
及表 1中的齿轮系统基本参数，在裂纹深度 q为

10%，30%，50%，70%的情况下（q为所占 2qmax的百

分比），建立模型分析含齿根裂纹齿轮的啮合刚度。

当 q=10%，30% 时，运用公式（12），（13）；当 q=
50%时，运用公式（14），（15）；当 q=70%时，运用公

式（16），（17），不同模型下的裂纹齿轮啮合刚度分析

结果如图 6所示。

由图 6可知，当裂纹产生时齿轮副的啮合刚度

减小。当裂纹深度 q=10%时，啮合刚度相较于健

康齿轮啮合刚度减小 3.50%；当裂纹深度 q=30%

时，啮合刚度相较于 q=10%时裂纹齿轮啮合刚度

减小 5.86%；当裂纹深度 q=50%时，齿轮副啮合刚

度 相 较 于 q=30% 时 裂 纹 齿 轮 啮 合 刚 度 减 小

10.06%；当裂纹深度 q=70%时，齿轮副啮合刚度

相较于 q=50%时裂纹齿轮啮合刚度减小 20.50%。

由此可知，随着裂纹深度的增大，齿轮啮合刚度的减

小幅度逐步增大，当大于 q=50%后啮合刚度的减

小幅度加剧。

2 有限元法计算裂纹齿轮啮合刚度

建立齿根裂纹有限元模型如图 7所示，裂纹深

度 q为 10%，30%，50%，70%，裂纹扩展角 β=45°，
裂纹深度 q为 10%时的齿轮模型如图 7（a）所示。

由于裂纹尖端附近的应力应变具有奇异性，采用

1/4节点位移法把裂纹尖端附近设置为奇异单元，

如图 7（b）所示。

齿轮单双齿交替啮合产生的周期性变形是引起

齿轮刚度激励的原因，轮齿变形的大小直接影响齿

轮的啮合刚度。

啮合刚度公式为

k= F n/δ （18）

表 1 齿轮副基本参数

Tab.1 Basic parameters of gear pair

参 数

模数/mm

齿宽/mm

压力角/（°）

齿数

弹性模量/GPa

泊松比

主齿轮

2

20

20

55

212

0.289

从齿轮

2

20

20

75

212

0.289

图 6 能量法不同深度的裂纹齿轮啮合刚度

Fig.6 Meshing stiffness of cracked gear with different depth
by energy method

图 7 齿根裂纹模型

Fig.7 Root crack model
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扭转啮合刚度公式为

k t = T/Δθ （19）
扭转啮合刚度与啮合刚度的关系为

k t =
T
Δθ =

F n rb
δ rb

= F n

δ
r 2b = kr 2b （20）

因此齿轮啮合刚度公式为

k= T/( Δθrb 2 ) （21）
其中：T为齿轮转矩；Δθ为齿轮转角变形值；rb为基

圆半径。

根据有限元法啮合刚度计算理论及表 1中的参数，

计算出不同深度的裂纹齿轮啮合刚度如图 8所示。

由图 8可知，当齿轮产生裂纹时其啮合刚度会

随之减小。当裂纹深度 q为 10%时，啮合刚度相较

于健康齿轮啮合刚度减小 3.47%；当裂纹深度 q为
30%时，啮合刚度相较于 q为 10%时啮合刚度减小

5.87%；当裂纹深度 q为 50%时，啮合刚度相较于 q
为 30%时减小 10.44%；当裂纹深度 q为 70%时，啮

合刚度相较于 q为 50%时减小 16.52%。随着裂纹

深度的增大，啮合刚度的减小幅度逐步增大。

ISO6336⁃1：2006规定了齿轮啮合刚度均值与

单齿啮合刚度最大值的求解方法，与能量法和有限

元法计算出的结果相比较，如表 2所示。

由表 2可知，能量法与 ISO标准计算出的齿轮

啮合刚度均值相差 5.03%，与单齿啮合刚度最大值

相差 4.68%；有限元法与 ISO标准值计算出的齿轮

啮合刚度均值相差-5.45%，与单齿啮合刚度最大

值相差-5.02%。由此可知，能量法更精确。

3 含齿根裂纹故障的齿轮系统振动响

应分析

为了分析含齿根裂纹故障的齿轮啮合刚度对系

统振动响应的影响，建立 6自由度齿轮系统动力学

模型［5］，如图 9所示。采用集中参数法，假设齿轮啮

合无误差，在不考虑齿轮间的摩擦力和齿轮箱体共

振的情况下，把轴的质量和惯性集中到齿轮上，分析

不同裂纹深度的齿轮啮合刚度的振动响应。
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m 1 ẍ 1 + Cp1 ẋ 1 + Kp1 x 1 =-Fm sinα
m 1 ÿ1 + Cp1 ẏ1 + Kp1 yp=-m 1 g+ Fm cosα
J1 θ̈1 = T 1 - Fm r1
m 2 ẍ2 + Cp2 ẋ2 + Kp2 x2 = Fm sinα
m 2 ÿ2 + Cp2 ẏ2 + Kp2 y2 =-m 2 g- Fm cosα
J2 θ̈2 = T 2 - Fm r2

（22）

其中：m1，m2分别为主、从动轮质量；J1，J2分别为主、

从动轮转动惯量；Kp1，Kp2为轴承支撑刚度；Cp1，Cp2

为阻尼系数；T1，T2为主、从动轮转矩；α为压力角；

θ1，θ2分别为主、从动轮 x方向、y方向的转角位移。

齿轮系统的时变啮合力 Fm可表示为

Fm ( t )= cm δ̇+ km ( t ) f ( δ ) （23）
其中：cm为齿轮啮合阻尼；km（t）为时变啮合刚度；δ

为沿啮合线齿轮相对位移，可表示为

δ= x1 sinα+ y1 cosα+ r1θ1 - x2 sinα+
y2 cosα+ r2θ2 + e ( t ) （24）

图 8 有限元法不同深度的裂纹齿轮啮合刚度

Fig.8 Meshing stiffness of cracked gear with different
depth by finite element method

表 2 啮合刚度计算误差比较

Tab.2 Comparison of calculation errors of meshing stiffness

计算方法

ISO标准

能量法

有限元法

齿轮啮合刚度均值/
（108 N·m-1）

4.77
5.01
4.51

与 ISO标准的相对

误差/%
0
5.03

-5.45

单齿啮合刚度最大值/
（108 N·m-1）

2.99
3.13
2.84

与 ISO标准的相对

误差/%
0
4.68

-5.02

图 9 齿轮系统动力学模型

Fig.9 Gear system dynamic model
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其中：e（t）为传递误差。

f（δ）为间隙非线性函数，其可以表示为

f ( δ )= {δ- bn
0
δ+ bn

( δ> bn )
(-bn≤ δ≤ bn )
( δ<-bn )

（25）

其中：b为齿轮间隙。

根据表 1、表 3及动力学理论，采用能量法计算

出的啮合刚度和 Runge⁃Kutta迭代方式求解齿轮动

力学方程。设主动轮转速 Ω1=1 000 r/min，在求出

不同深度的齿根裂纹齿轮啮合刚度的基础上，分析

不同裂纹深度下齿轮系统在 y方向的振动位移、频

谱图、相位图及庞加莱截面图，如图 10所示。

图 10 不同裂纹深度的齿轮系统振动响应

Fig.10 Vibration response of gear system with different crack depth
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图 10中：a1，b1，c1，d1为健康齿轮的振动响应；a2，
b2，c2，d2为齿根裂纹 q=10%时的振动响应；a3，b3，
c3，d3为齿根裂纹 q=30%时的振动响应；a4，b4，c4，d4
为齿根裂纹 q=50%时的振动响应；a5，b5，c5，d5为齿

根裂纹 q=70%时的振动响应。

由图 10（a1~a5）可知，健康齿轮的振动幅度比较

平稳，位移在-1.1×10-6~3.9×10-6 m之间，当产

生裂纹并随着裂纹深度的增加，振动位移会随之递

增，由图（a2）中的-2.016×10-6~4.564×10-6 m增

大到图（a5）中的-2.185×10-6~4.705×10-6 m且振

动响应发生不平稳现象。由图 10（b1~b5）可知，在

健康齿轮中啮合频率 fm为主导响应且存在 2fm，3fm，
4fm，当裂纹产生并随着裂纹深度的增加，在 fm和 2fm
的附近产生微小的杂频并随着裂纹的增长杂频随之

增加。由图 10（c1~c5）可知，健康齿轮的轨迹较为规

则，当裂纹产生时轨迹宽度变大，并随着裂纹的增大

轨 迹 宽 度 随 之 增 大 且 出 现 交 叉 轨 迹 。 由 图 10
（d1~d5）可知，庞加莱图中健康齿轮系统的所有离散

点聚集在一个区域，当齿轮产生裂纹并随着裂纹的

增加所有离散点聚集区域逐步增大。

4 结 论

1）根据裂纹尖端到单齿中线的距离（hc1，hc2）与

1/2齿顶圆齿厚（hr）的关系把齿根裂纹模型分为 3
种情况，利用裂纹啮合刚度理论计算出含裂纹齿轮

啮合刚度更加精确。随着裂纹的增长啮合刚度随之

减小，啮合刚度的减小幅度随裂纹的增长而逐步

加剧。

2）有限元法计算出的啮合刚度与能量法计算

出的啮合刚度值较为接近，在健康齿轮情况下，能量

法计算出的单齿啮合刚度最大值为 3.13×108 N/m，

啮合刚度均值为 5.01×108 N/m而有限元法计算出

的单齿啮合刚度最大值为 2.84×108 N/m，啮合刚度

均值为 4.51×108 N/m，单齿最大值相差 10%，啮合

刚度均值相差 9%。与 ISO标准相比，能量法更为

精确。

3）通过对含裂纹故障齿轮系统动力学分析可

知，在裂纹齿参与啮合时由于啮合刚度减小引起振

动冲击。随着裂纹深度的增长，振动的幅值会随之

增大，在频域图中杂频逐步增加，在相位图中轨迹

宽度逐步增大并产生交叉轨迹，庞加莱图中的离散

点 聚 集 区 域 逐 步 增 大 ，为 进 一 步 故 障 诊 断 奠 定

基础。
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