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阻尼参数对摩擦系统稳定性及黏滑运动的影响
∗
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摘要 基于普遍的销⁃盘摩擦系统，建立了一个同时考虑摩擦界面的法向与切向振动的非线性四自由度数学模型，

基于复特征值分析法和时域分析法研究了系统法向和切向阻尼值对系统稳定性的影响。对系统的雅各比矩阵的复

特征值分析表明：法向和切向阻尼值会对系统临界摩擦因数产生重要影响，系统存在一个最优阻尼比使系统的稳定

性达到最强。在选取合理阻尼比值的基础上，若同时增大法向和切向的阻尼值有利于进一步提高系统的稳定性，减

少摩擦系统不稳定振动的倾向。通过数值模拟计算，在进一步考虑黏滑现象的基础上，对系统动力学行为进行时域

分析。结果表明：系统的振动行为会经历振幅增大的滑动阶段、振幅增大的黏滑运动阶段和纯黏滑阶段；同时在低

速状态下，系统阻尼值会对振动极限环及黏着时长产生重要影响。
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引 言

摩擦引起的振动现象常见于各类具有摩擦副的

机械系统中［1⁃3］，其存在严重影响机械系统的运行可靠

性，造成界面严重磨损，缩减设备使用寿命，由此带来

重大的经济损失［4］。因此，寻找有效手段改善或消除

机械系统摩擦振动现象具有重要的工程意义。

目前，在机械系统中施加阻尼元件已成为改善

系统摩擦振动现象的有效手段。以汽车制动系统为

例，在汽车制动片背板后黏结一层复合阻尼材料能

避免高频振动模态的耦合，从而改善制动尖叫噪

声［5⁃7］。但是，工程领域中对阻尼的施加往往采用“试

凑法”，即通过不断修改阻尼部件参数以期达到相对

较优的系统减振性能，这往往导致整个试验过程耗

费大量的人力和财力。因此，只有深入研究阻尼对

系统界面摩擦振动行为的影响机理，才能为阻尼在

工程上的合理运用提供理论依据。学者们提出了许

多数学模型用于研究阻尼与界面摩擦振动二者的关

系［8⁃12］。Hoffmann等［8］提出了弹簧⁃质量块⁃皮带的二

自由度模型，用于研究比例阻尼与非比例阻尼对摩

擦振动的影响，并提出阻尼影响摩擦振动的反馈机

理。Shin等［9］建立一个二自由度模型，研究了阻尼对

汽车制动过程中黏滑不稳定振动的影响，结果表明

只在滑动界面的一侧加阻尼会降低系统的稳定性。

李小彭等［10⁃11］基于盘式制动系统，建立了一个二自由

度数学模型，讨论了阻尼等因素对系统动力学特性

的影响。潘五九等［12］基于分形理论，建立了考虑摩

擦界面接触阻尼的摩擦振动模型，分析了接触阻尼

对系统不稳定性的影响。Wei等［13］基于一种双层制

动片结构的数学模型，研究了其在切向上黏滑振动

的稳定性、分岔和混沌行为。以上研究在模型中忽

略了主动件法向和切向振动对摩擦系统动力学行为

的影响。因此，有必要建立一个同时考虑主动件和

被动件二者相互耦合运动的数学模型，在此基础上

对阻尼和系统动力学行为之间的关系进行研究。

本研究基于现实中常见的销⁃盘摩擦系统，建立

了一个考虑质量块和皮带耦合运动的四自由度数学

模型，基于复特征值分析法系统地研究了质量块上

法向、切向阻尼值及其比值对系统稳定性的影响，得

到系统稳定性达到最佳时的最优阻尼比。采用时域

数值求解法，研究了法向和切向阻尼对系统黏滑运

动行为的影响，描绘出系统在不同阻尼作用下的运

动相图，从而在时域上建立阻尼和系统动力学之间

的内在联系。

1 四自由度非线性数学模型

1.1 四自由度数学模型

如图 1所示，本研究基于现实中常见的销 ⁃盘摩

DOI:10.16450/j.cnki.issn.1004⁃6801.2021.05.027

∗ 国家自然科学基金资助项目（51822508，51675448）
收稿日期：2019⁃05⁃30；修回日期：2019⁃12⁃02



振 动、测 试 与 诊 断 第 41 卷

擦系统，建立了一个四自由度数学模型。质量为Mb

的皮带以恒定速率 v水平运行，质量为 m的质量块

在垂直向下的恒定载荷 P的作用下与皮带建立接

触。考虑到摩擦接触界面的微观形貌及其在传递运

动载荷或受外部激励时的变形情况，在二者间引入

了接触刚度 k5。考虑到界面间的大量非线性行为，

为不失一般性，同时引入了一非线性三次方接触刚

度 knl。根据库伦摩擦模型，假设接触界面摩擦因数

为 μ。刚度分别为 k1和 k2的斜弹簧共同作用在质量

块上，从而建立质量块在法向和切向上的相互耦合

运动。阻尼值为 c1和 c2的阻尼分别作用在质量块的

切向和法向上。皮带的切向和法向刚度为 k3和 k4，
其切向和法向阻尼值为 c3和 c4。因此，质量块和皮

带之间的接触压力 FN可以表示为

FN= knl ( y1 - y2 )3 + k5 ( y1 - y2 ) （1）
文中所选用的摩擦模型为恒定摩擦因数 μ的库

伦摩擦模型。vb ≫ ẋ1时，稳定滑动下由模态耦合引

起的系统不稳定振动的界面摩擦力可表示为

f =-μ [ k5 ( y1 - y2 )+ K nl ( y1 - y2 )3 ] （2）
本研究设置的参考数值如下［13］：m=2 kg，Mb=

10 kg，k1=40 N/m，k2=50 N/m，k3=100 N/m，k4=
100 N/m；c3=c4=1 N/（m∙s-1）。假设 k2和水平方向

成 45°，k1和 k2之间成 90°夹角。

该系统动力学方程可以表示为

MẌ + CẊ + KX + K nl ( y1 - y2 )3 = F （3）
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K 11 =
k1 + k2
2 ；K 12 =

-k1 + k2
2 + μk5；K 14 =-μk5；

K 21 =
-k1 + k2

2 ；K 22 =
k1 + k2
2 + k5；K 24 =-k5；

K 32 =-μk5；K 33 = k3；K 34 = μk5；K 42 =-k5；K 44 =
k4 + k5；K 13 = K 23 = K 31 = K 41 = K 43 = 0。

1.2 系统的线性化

假设系统的平衡位置为 X *，y *1，y *2 分别为 y向上

两质量块的平衡点，则有

KX *+ Knl (y *1 - y *2 ) 3 - F= 0 （4）
针对此类非线性方程，求得解析解是十分困难

的，故采用数值解法求得平衡点。平衡点位置随摩

擦因数 μ变化结果如图 2所示。可以看出，平衡点

的位置会受到摩擦因数 μ的影响，因此在后续计算

中，当系统摩擦因数发生变化时，需要对平衡点位置

进行重新求解。

对式（3）在平衡点附近进行泰勒多项式展开以

实现非线性系统的线性化，线性化后的 Jacobian矩
阵 J为

图 1 销-盘摩擦系统及简化数值模型

Fig.1 Pin-on-disc friction system and simplified numerical
model

图 2 y1平衡点随摩擦因数的变化关系

Fig.2 Evolution of y1 equilibrium point's positions versus fric⁃
tion coefficient
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（5）

2 稳定性分析

通过对 Jacobian矩阵 J的特征值进行求解，可以

得到系统存在复数形式的特征值 λ，当特征值实部

出现正数时，系统将随着时间增大产生持续的不稳

定振动。令 ε为切向与法向阻尼值的比值，即 ε=c1/
c2。图 3所示为当 ε=1时，系统特征值实部和虚部

随摩擦因数变化情况。可见，随着摩擦因数逐渐增

大，系统发生模态耦合现象，即两阶相邻的模态频率

（特征值虚部）逐渐靠近并形成单一的频率，相应的

系统特征值出现了正实数，这意味着摩擦系统产生

了不稳定振动。此外，随着阻尼值逐渐增大，系统产

生不稳定振动的临界摩擦因数也随之变大，即系统

的稳定性增强；当系统产生模态耦合现象后，进一步

增大摩擦因数会使系统的耦合频率增大。

图 4为当法向阻尼 c2=1 N/（m∙s-1）时，改变切

向阻尼 c1，系统摩擦因数对其特征值的影响。可以

看出，当 ε≠1时，系统仍然存在随着摩擦因数逐渐

增大，特征值虚部逐渐耦合以及摩擦因数越大耦合

频率越高的现象。但是，与图 3不同的是切向阻尼

c1的增大并不能永远提高系统的稳定性。ε= 2时，

出现实部为 0时系统所对应的摩擦因数较 ε= 0.5和

图 3 当 ε =1时系统特征值与摩擦因数的关系

Fig.3 Evolution of eigenvalues versus friction coefficient
while ε =1

图 4 ε≠1时系统特征值与摩擦因数的关系

Fig.4 Evolution of eigenvalues versus friction coefficient
while ε≠1
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1时更小，这意味着，系统稳定性随着阻尼比 ε的增

加先上升后下降。因此，对于 ε≠1的系统，可能会

存在有一个最优的法向/切向阻尼比 εoptimal，此时系

统的稳定性最好。

为了研究系统的最优阻尼比 εoptimal 的存在性，通

过分别改变切向阻尼值 c1和法向阻尼值 c2求解临界

摩擦因数的方法获得的结果如图 5所示。可以看出

两者的结果类似，系统的临界摩擦因数随着法向、切

向阻尼值的增加都有着先增大后减小的趋势，即最

佳阻尼比 εoptimal是存在于系统中的，此时系统的稳定

性最好。从图 5（a）中可知，法向阻尼分别取 0.5 N/
（m∙s-1），1.0 N/（m∙s-1），1.5 N/（m∙s-1）和 2.0 N/（m∙
s-1）时，εoptimal的值分别为 0.90，0.95，1.01和 1.18。从

图 5（b）中可得，切向阻尼分别取 0.5 N/（m ∙s-1），

1.0 N/（m∙s-1），1.5 N/（m∙s-1）和 2.0 N/（m∙s-1）时，

εoptimal的值分别为 0.91，0.85，0.80和 0.75。这表明了

最优阻尼比会受到阻尼值大小的影响，法向阻尼的

取值越大，最优阻尼比 εoptimal越大；切向阻尼的取值

越大，最优阻尼比 εoptimal越小。

以上分别研究了法向和切向阻尼变化对系统稳

定性的影响。同时变化切向与法向阻尼值对系统稳

定性的影响如图 6所示。由图可知，随着摩擦因数的

增加，云图上不稳定区域的面积随之增加，即系统产

生不稳定振动倾向加强。对于稳定区域较大的系统

（图 6（a）和图 6（b）），其原点位置即处于稳定区域，这

表明了系统存在稳定阻尼比区间 ℰ，当系统的阻尼比

值 ε∈ℰ，系统能永久处于稳定状态。此外，区间 ℰ的
区域随着系统摩擦因数的增大逐渐变小（图 6（b）），

且当摩擦因数等于 5.5时，稳定区间 ℰ消失（图 6（c）），

但切向与法向上存在有一临界阻尼值 Ct0和 Cn0，这意

味着任一方向上的阻尼低于该临界值时，系统都将

处于不稳定状态。综合图 6可知，单纯的增加切向或

者法向的阻尼值并不一定会使系统的稳定性增加，

反而有可能会使系统的稳定性下降。因此，合理的

选择法向/切向阻尼比值能极大地改善系统的稳定。

3 阻尼值对系统时域特征的影响

3.1 黏滑运动行为分析

由于摩擦振动的发生通常伴随界面的黏滑运动

现象，目前关于黏滑运动的数值模拟研究主要集中

在单自由度的滑块⁃皮带模型上，关于耦合皮带和质

量块运动对系统摩擦黏滑运动的影响研究鲜见报

道。因此，本节基于以上模型考虑了在低带速时产

图 5 临界摩擦因数与法、切向阻尼的关系

Fig.5 Evolution of critical friction coefficient versus normal
and tangential damping

图 6 切向和法向阻尼值对系统特征值实部的影响

Fig.6 The effect of tangential and normal damping on the real parts of eigenvalues
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生的黏滑现象，并在时域上进行数值模拟，以探究法

向和切向阻尼值对摩擦振动系统特性的影响。

当皮带与质量块发生黏着振动时，在静摩擦力

作用下，系统应满足皮带与质量块的加速度相同，因

此在较低皮带转速下，摩擦力公式可表示为

f=
ì

í

î

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

-μ [ K 5 ( y1-y2 )+K nl ( y1-y2 )3 ] ( vr≠0 )

m ( k3 x2+c3 ẋ2 )-M ( )k1+k2
2 x 1+c1 ẋ 1+

-k1+k2
2 y1

(M+m )
( vr=0，f<μFN )

（5）
其中：v r = vb + ẏ2 - ẏ1；vb为恒定的皮带的转速。

基于图 6（c）选择一组不稳定状态下的系统参

数：c1=c2=1 N/（m∙s-1），摩擦因数 μ=5，皮带转速

vb=1 m/s。其余参数与前文一致。图 7所示为系统

在 x和 y1方向上速度信号曲线。可见，系统出现了 3
个典型的运动阶段。运动初期，质量块在 x1和 y1方
向上的速度信号曲线在起始阶段均表现为典型的指

数增长形式（α1阶段）。随着时间推移，x方向上的相

对滑动速度不再呈指数形式增长，最小相对滑动速

度保持在 0 m/s（黏着状态），最大相对滑动速度呈

现小幅上升趋势，在此阶段，y1方向上的速度幅值依

然逐渐增大（α2阶段）。随着运动继续进行，质量块

在 x和 y方向上的振动信号趋于稳定，幅值不再出

现明显的变化（α3阶段）。

对系统在 3个阶段（α1~α3）的不同方向上的振

动信号相图进行分析，如图 8所示。在 α1阶段，此时

x1和 y1方向上的相图均表现为一条向外发散的螺旋

线，直到第 1次出现黏着现象（图 8（a）和图 8（d））。

在 α2阶段，此时由于皮带的振动速度，x1方向上的相

图上的黏着部分为非直线，且极限环幅值持续增大，

而 y1方向上的极限环仍为一条向外发散的螺旋线

（图 8（b）和图 8（e））。当系统运动到 α3阶段时，系统

相图不再发生明显的变化，对应于时域上的速度信

号幅值也不发生明显变化（图 8（c）和图 8（f））。

3.2 阻尼影响分析

图 9所示为分别改变法向和切向阻尼值后 x1和

y1方向上的相图轨迹，相图数据源于模拟时间 48~
50 s，此时系统都处于图 7的 α3阶段，即振幅不再出

现明显增长。由图可知，x1方向上极限环的位置随

法向和切向阻尼值的改变有较大的变化，这表明 c1
和 c2都会显著地影响 x1方向上平衡点的位置。切向

上阻尼值 c1的改变对 x1与 y1方向上的极限环幅值影

响较小，随着切向阻尼值的增大，极限环幅值也随之

图 7 c1=c2=1 N/(m∙s-1)时系统的速度信号图

Fig.7 Time response of speed while c1=c2=1 N/(m∙s-1)
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减小。相较于 c1，法向上阻尼值 c2的增加会使 y1和 x1
方向上的极限环幅值显著减小。由图 9（d）可知，阻

尼值对极限环中黏着轨迹的长度具有重要影响，而

黏着时间的增加能说明系统的黏滑振动现象更加明

显［14］，因此本部分对阻尼值和黏着时长之间的关系

进行研究。图 10所示为分别改变法向和切向阻尼

值对切向相对速度 vr的影响。相对速度为 0表示摩

擦系统处于黏着状态。由图 10（a）可知，当切向阻

尼 c1的取值分别为 1.0，2.5和 5.0 N/（m∙s-1）时，系统

对应的黏着时长 tstick 分别为 0.61，0.60和 0.58 s，即
切向阻尼 c1对黏着时长的影响微弱。

图 10（b）中，当法向阻尼 c2的取值分别为 1.0，
2.5和 5.0 N/（m∙s-1）时，系统对应的黏着时长 tstick 分
别为 0.61，0.47，和 0.41 s，这表明法向阻尼值的改变

会对黏滑运动有重要影响，并且黏着时间随着 c2值
的增加呈现出下降的趋势。结合图 9的结论可知，

较短的黏着时长所对应的黏滑运动极限环幅值也相

对较小，即相较于切向阻尼值，增加法向阻尼能更有

效地改善摩擦系统的黏滑运动。

4 结 论

1）阻尼值增大使得系统产生不稳定振动的临

界摩擦因数也逐渐变大，系统的稳定性增强。同时，

系统存在一个最优阻尼比值，使系统的稳定性最强，

该值会受到法向和切向阻尼值的影响。

2）当摩擦因数较小时，系统存在一个最优阻尼

图 8 c1=c2=1 N/(m∙s-1)时系统的相图

Fig.8 System’s phase portrait while c1=c2=1 N/(m∙s-1)

图 10 不同阻尼值下 x方向上相对速度与时间的关系

Fig.10 Evolution of relative speed in x direction versus time

图 9 阻尼取值对极限环的影响

Fig.9 The limit cycles at different damping values
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比区间，当法向与切向阻尼比值在此范围时，系统始

终保持稳定。当摩擦因数增大到一定程度，系统在

法向和切向上均存在一定的临界阻尼值，任一方向

上的阻尼低于该值时，系统都将处于不稳定状态。

因此，在合理阻尼比取值的基础上同时提高法、切向

阻尼值是提高摩擦系统稳定性的有效手段。

3）在考虑黏着⁃滑动现象时，系统的振动行为会

经历振幅增大的滑动阶段、振幅增大的黏滑运动阶段

和纯黏滑阶段；同时系统法向、切向阻尼值分别会对

切向和法向的振动极限环幅值有重要影响。此外，相

较于切向阻尼，法向阻尼对摩擦系统的黏滑运动影响

更大，即增加法向阻尼值更能有效地减少黏着时长，

缩小振动极限环，对黏滑运动起到抑制效果。
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