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两端固支式双晶片压电梁建模及发电特性分析
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摘要 压电梁能将机械振动转换为电能，有效解决了轨道车辆走行部件安全监测传感器的供电问题。为获取其发

电特性，根据小弯曲变形理论建立压电梁的弯矩方程，按照一维压电片应力和电位移方程建立压电梁机电转换数学

模型。采用 Nelder⁃Mead单纯形算法实现结构参数优化并分析了压电梁材料、结构参数和振动频率对发电效能的

影响规律，通过仿真及实验验证了理论模型的正确性。结果表明：双晶片梁的发电效能随弹性模量比增加而减小；

低弹性模量的金属基底构成的压电梁，输出能量较高且共振频率低；压电梁存在最佳厚度比使其发电效能最大，铍

铜的最佳厚度比为 0.213，锰白铜为 0.261。实测值与理论值相比，输出有效电压最大偏差为 0.13 V，相对偏差小于

2.8%；输出功率最大偏差为 0.024 mW，相对偏差小于 2.9%。

关键词 双晶片压电梁；厚度比；弹性模量比；数学建模；发电特性

中图分类号 TN384；U279.3+21

引 言

轨道车辆走行部关键部位的在线监控传感器是

确保列车安全运营的关键设备［1⁃2］。随着物联网技

术的发展，一些微瓦级传感器已经出现并应用。受

安装条件的限制，现有的有源传感器难以应用于已

有车辆的改造升级中。制约有源传感器应用的瓶颈

在于如何从环境中回收能量并转换为电能，实现传

感器长期可靠工作。

目前，从环境中回收能量的形式主要有太阳

能［3］、温差能［4］、风能［5］和振动能［6］。然而，太阳能、温

差能和风能由于应用条件限制，不适合在地铁复杂

运行环境中应用。在轮轨作用力的影响下，振动能

量在地铁运行中无处不在且能量较大［7］，压电回收

方式相比电磁转换方式，其结构简单且转换效率

高［8⁃9］，因此在运动载体的传感器供电领域中应用广

泛［10］。压电能量回收结构［11⁃13］主要是通过压电陶瓷

和金属基底组成的压电振子发生形变，从而实现能

量转换。考虑到传感器安装于轨道车辆走行部件

处，受轨道磨耗及不平顺等因素的影响，压电转换结

构容易受到较大的瞬间冲击。为了提高压电转换结

构的可靠性，将通用的悬臂梁式的压电结构［14⁃16］改

进为两端固支式双晶片压电梁结构。针对压电梁的

发电特性分析，郭抗抗等［17］在考虑压电材料非线性

特性的基础上，建立了悬臂梁机电耦合模型，获得了

压电材料非线性、外激励参数及负载电阻对发电系

统的影响规律。刘祥建等［18］利用数值模拟分析了压

电换能器输出电压与结构参数及材料特性的影响关

系。龚俊杰等［19］通过建立悬臂梁的压电耦合有限元

模型，得到了其输出电压分布和电压响应曲线。孙

舒等［20］通过建立压电悬臂梁发电系统的集中参数模

型，获取了双稳态压电悬臂梁发电系统的特性。然

而，当前鲜有研究两端固定下压电梁发电特性，且发

电效率与基底材料［17］、结构参数［18］和振动频率［17，21］

相关，使得在工程应用中缺乏相关理论指导，给在线

监控传感的供电应用带来了困难。

为了实现对两端固支式双晶片压电梁结构的发

电特性分析，通过建立发电效能的数学模型，采用

Nelder⁃Mead单纯形算法实现参数优化，并在此基

础上仿真分析了材料特性、结构参数和频率对其能

量转换的影响，并通过设计实验验证了模型及分析

的可靠性。为了适应轨道车辆非线性振动环境，还

需对非正弦激励下两端固支式双晶片压电梁结构的

发电模型及特性做进一步研究。

1 模型构建

1.1 发电结构及原理

两端固支式双晶片压电梁系统结构如图 1所
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示，该结构由金属基底、附着于金属基底的上、下两

层压电陶瓷及上、下两片质量块构成。当压电陶瓷

受外力作用时，会发生机械形变产生正压电效应，从

而将机械振动能转换为电能。

图 1中，以压电梁几何重心为原点建立坐标系

xyz，设压电梁长为 l，宽为 b，厚为 h，金属基底厚度

为 hm，压电陶瓷的厚度为 hp，金属基底厚度与压电

梁厚度比为 α，则有

ì
í
îïï

α= hm h

hp=( )1- α h 2 （1）

当压电梁受到外力时，α是应力、应变的函数，

且理论上存在最佳的厚度比 α，使得发电量最大。

由材料的弹性理论和压电振动方程，可得压电陶瓷

的应力应变关系为

σx= Ep( εx- d 31Ez ) （2）
Dz= d 31σx+ εσ33Ez （3）

其中：σx为 x轴方向上的应力；εx为 x轴方向上的应

变；Ep为压电陶瓷的弹性模量；Ez为由正压电效应产

生的内电场强度；Dz为在外力和电场强度共同作用

下产生的电位移，大小用电荷密度来表征；εσ33为介电

常数；d 31为压电梁在 z轴方向上的压电应变常数。

式（3）表明，Dz 是表征压电梁发电量大小的关

键参数。

1.2 压电梁发电量建模

压电梁发电量的求解关键在于 Dz参数的获取。

为得出两端固支的双晶片压电梁的发电模型，在其

中心处施加载荷 F，梁弯曲变形产生电荷，如图 2所
示。压电梁弯曲应变值 εx 可表示为距离中性面 Zs
的距离 z与中性面的曲率半径 ρ的比值

εx= || z ρ （4）

由材料力学可知，两端固支的等刚度矩形截面

梁的中心处的挠转角为零，可以将其等效为悬臂梁

形式进行参数求解。将原点视为悬臂梁非自由端，

x为 x轴与坐标原点 O的距离，x= l/2处的作用力

为 F/2，对梁进行受力分析和小弯曲变形理论建立

的压电梁力矩方程为

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

M= F ( l/2- x ) /2 ( )0< x< l 2

M= nb∫
h/2- hp

h/2

σx zdz+ b∫
hp- h/2

h/2- hp

σm zdz
（5）

由于压电陶瓷具有一定的厚度和硬度，其应变

的大小可以等效为均匀应变，z=±(1+ α ) h/4。联

合式（4）和式（5）并将其代入式（2），即可求得 Ez为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

Ez= KFx ( )0< x< l 2

K=
2bB 1 + 2bβ ( )1- B 1 - 2 [ ]( )1- α3 + α3 β

bEph2d 31B 2[ ]( )1- α3 + α3 β

（6）
其中：β=Em/Ep；B1=3（1-α）-3（1-α）2+（1-α）3；

B 2 = 2( 1- α )- ( 1- α ) 2。
将求解出的 Ez代入式（3），则得到 Dz值。电荷

密度对梁横截面积积分即可得到压电梁产生的电荷

量 Q，内电场强度与压电陶瓷厚度的乘积对梁长积

分并取平均值，即可得到电压 Ū。

在 振 动 环 境 中 ，设 压 电 梁 的 受 力 为

Fc ( t )= μma，加速度 a= A sin (ωt+ φ )，其中：A为

加速度幅值；ω为角频率；φ为相位角；μ为压电能量

转换模型的校正因子［22⁃23］，得到电荷量与电压关系为

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
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Q ( t )= Fc ( t )bl 2
2

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï

3bd 31( )1- α

h2[ ]( )1- α3 + α3 β
+ ( )εσ33 - d 231Ep K

Ū ( t )= ( )1- α hKFc ( t ) l
4

（7）

图 1 两端固支式双晶片压电梁结构图

Fig.1 Structure of piezoelectric beam

图 2 压电梁受力分析

Fig.2 Force analysis of piezoelectric beam
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将式（7）代入电能公式W= Q | Ū |/2，得到在受 力为 Fc ( t )的振动环境下的压电梁电能方程为

W ( t )=
bhK || Fc ( t )

2
l 3

16

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

3bd 31( )1- α

h2[ ]( )1- α3 + α3 β
+ ( εσ33 - d 231Ep) K

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
（8）

由式（8）可知，在外力一定的情况下，压电梁发

电量的大小与 α和 β有关，可以根据这 2个参量求

W (α，β )的极值点，实现压电梁结构的最优设计。

1.3 模型求解

压电梁发电特性分析的关键在于如何解决压

电梁结构参数 α和 β与发电量之间的优化问题。

根据式（8）定义W (α，β )=- f (α，β )，对W取最小

值，利用 Nelder⁃Mead单纯形算法［24］进行求解。该

算法的基本原理是通过设定一个基本解，然后求

解能使目标函数优化的所有解。通过不断改进基

本解，找到最优解。计算反射点的值 Xr、扩展点的

值 Xe、外部收缩值 Xc 和内部收缩值 Xcc，判断迭代

终止点，将计算出的 Vn+ 1 个无序单纯性顶点进行

排序并取最小值，即可得到所求函数的最小值。

图 3为 Nelder⁃Mead算法过程图，计算过程中可能

出现的每一个点和每一种可能的新单纯形如图 3
所示。

2 发电特性分析及验证

为了分析及验证压电梁发电特性，采用常用的

铍铜、锰白铜为金属基底，PZT⁃5H为压电陶瓷构成

的压电梁，得出结构参数 α和 β与压电梁发电量之

间的关系。同时，采用相对偏差百分比 E为评判

方法

E= ||Vr- Vc

Vr
× 100% （9）

其中：Vr为理论值；Vc为实测值。

在上海地铁 1号线路段的 AC06型车辆轴箱端

盖上安装单向 LC0110加速度传感器，利用东华多

通道数据采集仪，设定采样频率为 5 kHz，获取轨道

车辆轴箱处的振动情况，并利用Matlab软件对振动

信号进行傅里叶变换，得到车辆走行部振动信号的

时频图如图 4所示。

由图 4可知，车辆振动信号的主频段位于 80~
120 Hz之间。图 5给出验证压电梁发电特性的实验

平台，该平台主要由控制器、功率放大器、激振器、压

电梁、转换电路、储能电容、示波器、信号采集器及电

脑组成。压电梁固定在激振器上，输出的电源参数

主要通过示波器测量。经由 LTC3588⁃1芯片为主

控芯片的转换电路，将产生的交流电转换为直流电，

并存储在容量为 680 μF的储能电容中。金属材料、

压电陶瓷及振动台关键参数如表 1所示。

利用 Nelder⁃Mead 单纯形算法对式（8）进行求

解，可得压电梁的输出功率与厚度比 α及弹性模量比

β的关系，如图 6所示。图 6表明：随着厚度比 α的增

大，输出功率先增大后减小；随着弹性模量比 β的增

大，输出功率逐渐降低。在常用的金属基底材料中，

铝 的 弹 性 模 量 为 17 GPa，锰 白 铜 的 弹 性 模 量 为

153 GPa，PZT⁃5H压电陶瓷的弹性模量为 71 GPa，
所以两者间的比值 β取值范围约为 0.23~2.15。

图 3 Nelder-Mead算法过程图

Fig.3 Nelder-Mead algorithm process diagram

图 4 振动信号时频图

Fig.4 Time-frequency diagram of vibration signal
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图 7为锰白铜和铍铜的输出功率随厚度比 α变

化曲线图，从曲线变化趋势可以看出，厚度比在增大

过程中，输出功率逐渐增大，至最佳厚度比时达到最

大值，之后下降至零。由图 7可知，锰白铜压电梁最

佳厚度比 αmt = 0.261，铍铜为 αpt = 0.213。

图 8为压电梁在厚度比 α= 0.26、压电层材料为

PZT⁃5H的压电陶瓷时，输出功率与弹性模量比之

间的关系曲线。由图 8可知，弹性模量较低时，双晶

片压电梁的输出功率较大。发生上述现象的原因在

于弹性模量值较小，双晶梁中的压电陶瓷应力较大，

产生的内电场强度 Ez越大，故产生的电能较多。再

结合公式推断出，当弹性模量比 β取值较小时，K值

变大，则对应的 Ez也会增大。

图 9为厚度比 α= 0.26、压电层材料为 PZT⁃5H
的压电陶瓷时，基底材料的输出功率与频率的关系

图。由图 9可知，铍铜在其自身共振频率处的输出

功率值比锰白铜的输出功率大，相同的结构参数下，

铍铜的输出功率高于锰白铜。由此可以推断出，弹

图 8 输出功率与弹性模量比的关系

Fig.8 Relationship between output power and elastic modulus

图 5 实验原理及平台

Fig.5 Experimental principle and platform

表 1 两端固支式双晶片压电梁实验参数

Tab.1 Experimental parameters of bimorph piezo⁃
electric cantilevered beam fixed at both ends

参数

压电梁长度/mm

压电梁宽度/mm

压电梁厚度/mm

压电陶瓷厚度/mm

金属基底厚度/mm

质量块质量/g

PZT⁃5H弹性模量/(N•m-2)

PZT⁃5H介电常数 εσ33

PZT⁃5H压电应变常数 d31/(C•N-1)

铍铜弹性模量/(N•m-2)

锰白铜弹性模量/(N•m-2)

加速度/g (g=9.8 m/s2)

载荷激励频率/Hz
相位角 φ

数值

84

30

0.75

0.275

0.2

30

71× 109

1 470ε0
-274× 10-12

130× 109

153× 109

0.5g

100

π/2

图 6 输出功率与厚度比及弹性模量比的关系图

Fig.6 Relationship between output power and thickness ratio
and elastic modulus

图 7 输出功率与厚度比的关系

Fig.7 Relationship between output power and thickness ratio
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性模量低的金属，共振频率低且能量大。由于地铁

1号线车辆走行部振动信号的主频段集中在 80~
120 Hz之间，且固有频率随着附加质量块的增加而

减小。因此，在地铁振动环境中选择弹性模量相对

较低的铍铜作为基底较为合适。

图 10为采用图 5实验平台下，厚度比为 0.26时

所获取的铍铜和锰白铜为基底的压电梁输出电压波

形，其中蓝色为铍铜金属基底的输出电压，绿色为锰

白铜基底输出电压。表 2为采用两端固支式双晶片

压电梁模型的理论值与实验测试值对比表。

由式（8）可以计算出铍铜基底的输出有效电压

为 5.36 V，实际测量值为 5.28 V；锰白铜金属基底输

出有效电压为 4.76 V，实际测量值为 4.63 V。受示

波器探头内阻的影响，造成理论值相比实验测量值

略大。铍铜输出电压高于锰白铜，其对应的输出功

率也较高。图 11为采用 LTC3588⁃1主控芯片对储

能电容进行充电的曲线。用铍铜和锰白铜构成的压

电梁充满储能电容所用时间分别为 6.0 s和 6.7 s，可
以得出其输出功率为 0.816 mW和 0.731 mW，理论

计算得出的输出功率为 0.840 mW 和 0.745 mW。

输出功率偏差分别为 0.027 mW和 0.014 mW，相对

偏差分别为 2.86%和 1.88%。因引入整流滤波电路

会增加功率的损耗，导致实测功率值比理论功率

值低。

3 结束语

本研究根据梁的小弯曲变形理论，建立了两端

固支的矩形压电梁双晶片压电梁能量转换模型，分

析了压电梁的材料特性、结构参数和工作频率对压

电梁发电功率的影响。通过参数仿真可知，最大功

率时梁有最佳厚度比，αmt = 0.261，αpt = 0.213。弹

性模量低的金属谐振频率低且能量高。通过搭建实

验平台，结果表明，输出电压最大偏差为 0.13 V，输

出功率最大偏差为 0.024 mW，验证了模型的正

确性。
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