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基于频域分解与重采样的结构欠采样模态辨识
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摘要  为了研究欠采样情况下的结构模态辨识问题，首先，在频域分解法识别结构模态参数的基础上，引入重采样

策略，对不同采样频率下的参数进行辨识；其次，使用模态确认准则进行模态匹配，结合扇形折叠曲线对欠采样下发

生混叠的模态参数进行还原，还原出结构的真实频率以及阻尼比；最后，通过一个 8 自由度仿真模型和一个 4 层框架

实验案例，证明所提方法能够准确识别欠采样结构的频率、阻尼比和振型，重采样策略能够切实解决欠采样模态辨

识问题，从而验证了该方法的正确性和可行性。
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引  言

结构的模态参数包括固有频率、模态振型和阻

尼比，可以为结构系统的动态设计、健康监测和故障

诊断提供基础数据［1］。结构的振动模型包含输入、

系统和输出 3 部分。当输入激励未知时，进行的模

态辨识过程称为工作模态分析（operational modal 
analysis，简称 OMA）［2］。由于实际结构在运行过程

中会受到未知环境激励［3］，OMA 越来越受到关注。

频域分解法（frequency domain decomposition，简称

FDD）是一种常见的工作模态分析方法［4］，用于提取

结构的固有频率和模态振型。王彤等［5］进一步对奇

异值进行拟合，能准确快速地识别出结构的阻尼比。

可见，频域分解法简单直观，有非常大的应用前景。

传统的接触式振动测量传感器具有精度高、使

用寿命长等优点，但其空间测量分辨率较低。若要

达到高分辨率，则需要密集的安装传感器，这不仅增

加测量成本，还有可能造成结构的质量增加和结构

表面性质的改变［6］。因此，需要借助新兴的非接触

式测量方法，例如连续扫描激光多普勒测振技术［7］。

该技术可以提供较高的空间分辨率，但受扫描镜头

激光摆动频率的限制，导致采样频率较低。当结构

频率过高或测量仪器采样频率不足时，会出现欠采

样现象，即 Nyquist 频率［8］低于待测频率。此时，采

样信号还原成连续信号时会彼此重叠，导致发生模

态混叠而不能识别出真实频率。近年来，在低频采

样下提高系统捕捉高频信号能力的研究受到广大学

者的关注。文献［9‑10］提出的欠采样频率估计方法

在一定程度上解决了欠采样频率识别问题，但其频

率识别精度还有待提高。

笔者在频域分解法识别结构模态参数的基础

上，引入重采样策略，对不同采样频率下的参数进行

辨识，用模态确认准则进行模态匹配，并结合扇形折

叠曲线对欠采样下发生混叠的模态参数进行还原，

通过一个 8 自由度仿真模型和一个 4 层框架实验案

例，研究欠采样情况下的结构模态辨识问题。

1 频域分解法理论

对于结构振动，当输入荷载为白噪声荷载，且结

构阻尼较小、频率接近于第 k阶频率时，输出谱密

度［4］可简化为

G yy(ω ) = ϕ k(2Re ( dk
iω- λk ) ) ϕH

k （1）

其中：G yy(ω ) 为输出功率谱密度矩阵；dk 为常数；

λk = -ζkωk + iωdk；ωdk = ωk 1 - ζ2
k ；ωk，ζk，ϕ k 分 别

为第 k阶频率、阻尼比和模态振型。

对谱密度矩阵进行奇异值分解，固有频率可取

奇异值峰值对应的频率，相应的奇异值向量即为模

态振型。对奇异值进行拟合，得到阻尼比为
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ζk = 1 -( ωdk

ωk
)2 （2）

2 欠采样模态辨识

2.1　欠采样与信号混叠　

根据 Shannon 采样定律，当基带信号 s ( t ) 的带

宽为 B时，其傅里叶频谱 S (ω )在 ω/2π ∈ [-B，B ]之
内。令采样频率为 fs，当 Nyquist 频率 fNy：= fs/2 ≥
B时，离散样本中的信号可以完整地保留原始连续

信号中的信息；当 fNy < B时，采样频率不足，也称欠

采样，样本中的信号被还原成连续信号时会产生彼

此交叠而失真的混叠现象。

为分析欠采样下的信号混叠机理，给定频率为

ωn的实信号 x ( t )可表示为

x ( t ) = Aeiωn t + Āe-iωn t （3）
其中：Ā为A的共轭。

对其进行采样频率为 fs = 1 ∆t的离散傅里叶

变换

X̂ (ω ) = 1
N ∑

k= 0

N- 1

[ x ( k∆t ) e-iωk∆t ]=

1
N ∑

k= 0

N- 1

[ Ae
i

2π ( )fn - f k
fs + Āe

i
-2π ( )fn + f k

fs ]=

ì
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ïï
ï

ï
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ï

}A        f∈ { fn - mfs，∀m ∈ Z

}Ā           f∈ { nfs - fn，∀n∈ Z
0                           ( f 取其他值 )

（4）

其中：fn = ωn

2π；f= ω
2π；N= T

∆t → ∞。
欠采样下的扇形折叠模型［11］与模态混叠如图 1

所示。信号中只有小于 fNy的部分可以被完整保留，

大于 fNy 的样本信号会混叠到 [ 0，fNy ]。可将频谱图

比作一张折纸，在 fNy 的奇数倍数处将折纸向外折

叠，在 fNy的偶数倍数处将折纸向内折叠。根据每个

区间折叠次数 m的奇偶性，定义该区间为偶折叠区

间或奇折叠区间。根据扇形折叠纸模型，当真实信

号频率为 fM时，折叠后的信号频率 f ̂可以表示为

f ̂ =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

fM - m
fs
2                 (m为偶数 )

(m+ 1 ) fs2 - fM   (m为奇数 )
（5）

其 中 ：折 叠 次 数 m= [2fM /fs ] （[ x ] 表 示 x 的 整 数

部分）。

根据模态折叠公式，所有频率段的信号都被折

叠至频率区间 [ 0，fNy ]，如图 1（b）所示。将所有折叠

到频率区间 [ 0，fNy ]的信号直接叠加，得到混叠后的

频谱图。根据模态混叠理论，若真实信号频谱如

图 1（a）所示，则采样频率 fs 下的离散信号频谱如

图 1（c）所示。

2.2　重采样策略识别混叠的模态　

根据信号混叠理论，当出现欠采样时，使用频域

分解法获得的结构谱密度曲线会发生折叠。若要恢

复结构的真实频率，需要根据扇形折叠模型求出频

率的折叠次数m。折叠次数m不能通过单次测量确

定，需通过重采样方法获得。重采样方法是一种多

速率稀疏采样方法，利用不同的采样频率对结构振

动进行欠采样，在一定程度上扩大了频谱的探测范

围。该方法的核心思想在于多次采样的采样频率需

满足非整数倍数关系，利用扇形折叠模型还原出混

叠前的频率，从而实现频率识别范围的提升。

笔者以 2 个欠采样频率重采样为例，首先，使用

非整数倍数关系的欠采样频率 fs1 和 fs2 分别测量结

构的振动数据；然后，利用频域分解法分别计算出欠

采样频率 fs1 和 fs2 的谱密度峰值频率 f r1 和 f r2，以及对

应的模态振型 ϕ r1 和 ϕ r2，阻尼比 ζ r1 和 ζ r2。当频域分

图 1 欠采样下的扇形折叠模型与模态混叠

Fig.1　Fan-folded model and mode aliasing for undersampling
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解法计算谱密度有多个峰值时，需要先识别出 2 个

采样频率结果中代表同一阶模态的频率。由于欠采

样不会使频域分解法获得的模态振型发生变化，因

此计算 2 组模态振型 ϕ r1 和 ϕ r2 的模态置信度（modal 
assurance criterion，简称 MAC）公式为

MAC = |ϕ r1 ⋅ ϕ r2 |
||ϕ r1 || ⋅ ||ϕ r2 ||

（6）

若 MAC 接近 1，则为同一阶模态振型，相应的

频率 f r1 和 f r2 对应同一阶固有频率。

图 2 为重采样下不同真实固有频率的测量结

果 。 当 真 实 频 率 fA < fs1 /2 且 fA < fs2 /2 时 ，fA，r1 =
fA，r2 = fA，频率未发生混叠，不同采样下的频率结果

相同，测量结果即为真实频率。当真实频率 fB >
fs1 /2 或 fB > fs2 /2 时，fB，r 1 ≠ fB，r 2，即 fB，r1 与 fB，r2 中至少

有一个频率发生混叠，需利用扇形折叠模型还原真

实频率。根据式（5），真实频率 fM 可表示为

fM = g ( f r，m )：=

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

f r + m
fs
2                (m为偶数 )

(m+ 1 ) fs2 - f r   (m为奇数 )
（7）

重采样需要寻找合适的最小整数 m 1 和 m 2，使

g ( f r1，m 1 )= g ( f r2，m 2 )= fM 成立，此时 fM 即为还原

后的真实频率。具体还原过程如下：①绘制采样频

率 fs1，fs2 分别对应的折叠曲线；②根据测量频率 fB，r1，

fB，r2，分别标出 fB，r1与 fs1折叠曲线的交点（记为第 1组交

点），以及 fB，r2与 fs2折叠曲线的交点（记为第 2组交点）；

③找出 2 组交点中具有相同横坐标 fB的交点，fB 即为

还原的频率。同时，还原的阻尼比 ζB = ζ r1 f r1 /fB。

当 fs1 /fs2 = A/B（A/B为不可约的最简分数且

min ( A，B ) ≥ 2）时，图 2 会以 fmax = Afs2 = Bfs1 为周

期循环。当要识别的真实频率大于一个周期，该频

率会被还原成第 1 个周期内的结果。考虑对称性，

重采样策略的频率识别范围为 ( 0，  fmax /2 )，重采样

相 当 于 把 采 样 频 率 提 高 至 fmax。 由 于 fmax 大 于

fs1 + fs2，重采样显著提高了 Nyquist 频率，能够正确

恢复出更高频率范围 ( 0，fmax /2 )内的信息。当 fs1 /fs2

为无理数时，fmax → +∞，此时重采样可以恢复出任

意高频信息。

3 算例研究

笔者采用 2 个算例进行研究：第 1 个算例为 8 自

由度剪切层数值模型，用于检验重采样方法在欠采

样模态识别中的有效性；第 2 个算例为实验室 4 层

框架结构，使用加速度传感器测量得到 2 组不同采

样频率下的振动数据。

3.1　8自由度剪切层模型　

为了验证重采样方法对欠采样下混叠频率的还

原能力，建立如图 3 所示的 8 自由度剪切层模型。取

各 层 的 质 量 m 1 ~m 8 为 100 kg，刚 度 k1 ~k8 为

15 000 kN/m。设阻尼为瑞利阻尼 C= a0M+ a1K，

其中：质量比例系数 a0 = 1.384 × 10-4 s-1 ；刚度比

例系数 a1 = 5.434 1 × 10-7 s。在第 2 个剪切层上施

加的扫频激励力为

F ( t )= 100 sin ( 0.5t ( 0.1 + t ) ) N （8）

使用 Newmark‑β 法计算结构的受迫振动响应，

采集每个剪切层的加速度，取 2 组不同的采样频率

分别为 fs1 = 100 Hz，fs2 = 94 Hz。根据重采样理论，

fmax = 47fs1 = 50fs2 = 4 700 Hz，即重采样能有效识别

一半 fmax 内的模态。使用频域分解法对谱密度矩阵

进行奇异值分解，得到 2 组采样频率下获得的频谱

曲线如图 4 所示。可见，2 个采样频率下的奇异值曲

线分别在 11.33 Hz 和 33.69 Hz 处峰值重叠，其对应

的模态振型 MAC 值接近 1。因此，这 2 处频率未发

生混叠，第 3~8 阶固有频率均发生混叠。

由于采样频率不同，当某个频率超过 Nyquist频
率而发生混叠后，相应奇异值曲线的峰值频率并不

相同。为了对 2 组采样的峰值频率进行匹配，需要

图 2　重采样下不同真实固有频率的测量结果

Fig.2　Measurement results of different real natural frequen‑
cies under resampling

图 3　8 自由度剪切层模型

Fig.3　8-DOF shear layer model
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得到 2 个采样频率下的模态振型。使用 2 个不同采

样频率获得的 MAC 矩阵如图 5 所示。当 MAC 值

接近 1 时，2 个振型为同一阶模态振型，其对应的频

率应为同一阶固有频率。根据图 5 得到 94 Hz 的采

样频率下奇异值曲线的第 2，1，3，5，6，4，7，8 个峰值

频率分别对应 100 Hz 采样频率下奇异值曲线的第

1，2，3，4，5，6，7，8 个峰值。图 6 为重采样下模型的

固有频率在扇形折叠曲线上的识别结果。

根据扇形折叠曲线还原出混叠前的固有频

率 ，剪 切 层 模 型 的 固 有 频 率 识 别 结 果 如 表 1 所

示。表 1 表明，重采样方法对欠采样模态识别是有

效的。

相对误差 δ的计算公式为

δ= | fM - |f   f （9）

其中：fM 为识别频率；f为理论频率。

3.2　4层框架结构实验　

4 层框架结构实验布置如图 7 所示。框架模型

由铝柱和块状板组成，其下端固定在地面，在每层锤

击方向安装一个单轴加速度传感器，使用橡胶锤水

平击打框架顶层。采样时，分别使用 fs1 =50 Hz 和

fs2 =66.67 Hz 的采样频率获取 2 组加速度数据。根

据重采样理论，fmax = 4fs1 = 3fs2 = 200 Hz，即重采样

能有效识别 0~fmax 2 = 100 Hz内的模态。作为对比

验证，使用 1 kHz 的采样频率采集结构的加速度数

据。图 8 为 1 kHz采样频率下的频谱曲线。

图 9 为 50 Hz 和 66.67 Hz 采样频率下的频谱曲

线。可以看出，在 50 Hz 和 66.67 Hz 采样频率下结

构的奇异值曲线在 7.812 5 Hz和 24.511 7 Hz处峰值

重叠，其对应模态振型的 MAC 值接近 1。因此，第

1，2 阶固有频率未发生混叠，其余阶固有频率均发

生混叠。

2 个采样频率下获得的模态 MAC 矩阵如图 10
所示。 50 Hz 的采样频率下奇异值曲线的第 2，1，

图 5　使用 2 个不同采样频率获得的模态 MAC 矩阵

Fig.5　Modal MAC matrix obtained using two different sam ‑
pling frequencies

图 6　重采样下模型的固有频率在扇形折叠曲线上的识别结果

Fig.6　Identification results of natural frequency of the model on the fan-shaped folding curve under resampling

图 4　2 组采样频率下获得的频谱曲线

Fig.4　Spectrum curves obtained at two sets of sampling fre‑
quencies
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4，3 个峰值频率分别对应 66.67 Hz 采样频率下奇

异值曲线的第 1，2，3，4 个峰值。得到对应的模态

振型后，根据扇形折叠模型还原出真实频率，并将

识 别 结 果 与 1 kHz 采 样 频 率 获 得 的 结 果 进 行

对比。

表 2 为框架结构固有频率与阻尼比识别结果。

可以看出，欠采样识别结果（包括频率和阻尼比）与

1 kHz采样所得结果基本一致。

表 1　剪切层模型的固有频率识别结果

Tab.1　Natural frequency identification results of shear layer model

阶数

1
2
3
4
5
6
7
8

fs1 = 94 Hz
折叠次数

0
0
1
1
1
2
2
2

f r1 /Hz
11.330
33.690
39.110
19.740

3.029
10.650
20.750
26.900

fs2 = 100 Hz
折叠次数

0
0
1
1
1
2
2
2

f r2 /Hz
11.330
33.690
45.120
25.780

8.984
4.688

14.750
20.900

识别频率 /Hz

11.33
33.69
54.89
74.26
91.02

104.65
114.75
120.90

理论频率/Hz

11.374 9
33.737 4
54.951 0
74.293 3
91.105 7

104.815 5
114.956 0
121.181 8

相对误差/%

0.39
0.14
0.11
0.04
0.09
0.16
0.18
0.23

图 8 1 kHz采样频率下的频谱曲线

Fig.8 Spectrum under 1 kHz sampling frequency

图 9 50 Hz和 66.67 Hz采样频率下频谱曲线

Fig.9 Spectrum curve under 50 Hz and 66.67 Hz
图 7　4 层框架结构实验布置

Fig.7　Experimental set-up of 4-story frame structure

图 10　2 个采样频率下获得的模态 MAC 矩阵

Fig.10　Modal MAC matrix obtained from two different sam ‑
pling frequencies

表 2　框架结构固有频率与阻尼比识别结果

Tab.2　Identification results of natural frequencies and damping ratios of the frame structure

模态

阶数

1
2
3
4

fs1 = 50 Hz
折叠

次数

0
0
1
2

f r1 /Hz

7.812 5
24.560 5
10.034 2

2.539 1

fs2 = 66.67 Hz
折叠

次数

0
0
1
1

f r2 /Hz

7.845 1
24.544 4
26.692 8
14.127 7

识别频率

/Hz

7.828 8
24.552 4
39.971 5
52.540 7

1 kHz下参

考频率/Hz

7.812 5
24.414 1
40.039 1
52.734 4

δ ( fM )/%

0.21
0.57
0.17
0.37

识别阻

尼/%

0.24
0.14
0.23
0.29

1 kHz下参

考阻尼/%

0.24
0.13
0.23
0.28

δ ( ζ )/%

1.74
4.97
0.30
3.48
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图 11 为欠采样下前 4 阶模态振型与 1 kHz 采样

频率下的模态振型对比结果，2 组振型基本重合。

总体而言，重采样方法准确识别了欠采样下的实验

框架结构的频率、阻尼比和振型，可用于欠采样模态

辨识。

4 结束语

笔者针对欠采样问题，提出了基于频域分解法

和重采样策略的模态辨识方法，并引入扇形折叠模

型对发生混叠的固有频率进行还原。研究指出，重

采样策略显著提高了欠采样的有效频率识别范围。

通过一个 8 自由度仿真模型和一个 4 层框架实验案

例，表明所提出的方法能够准确识别欠采样结构的

频率、阻尼比和振型，重采样策略能切实解决欠采样

模态辨识问题。
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图 11 欠采样下前 4 阶模态振型与 1 kHz 采样频率下的模态

振型对比结果

Fig.11 Comparison on the first four modal shapes of unders‑
ampled and 1 kHz sampled data

112


