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机械故障诊断内积变换原理与验证
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摘要 工程实际常用的快速傅里叶变换、短时傅里叶变换、小波变换、第二代小波变换和多小波变换等先进信号处

理方法，为关键设备运行监测与故障诊断奠定了基础。为深刻认识其共性问题，对机械故障诊断信号处理方法物理

本质与关键技术等基础问题进行研究。指出它们的变换原理都是内积变换，探求信号中包含与“基函数”最相似或

最相关的分量，关键在于构造和选择动态信号中与故障特征波形相匹配的基函数，实现科学、正确的状态监测与故

障诊断。通过仿真试验和工程案例，对机械故障诊断的内积变换原理进行验证，证明该原理的正确性和可靠性。同

时，根据试验现象得出若干基函数性质对内积变换的影响规律，补充和完善了机械故障诊断内积变换原理。
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引 言

工程中关键设备结构复杂，部件繁多，采集到的

故障动态信号是各部件响应的综合反映，其系统传递

途径的影响增加了信号复杂程度。不同类型故障及其

扩展，在设备运行过程中引发的动态响应信号具有不

同特征波形。现代信号处理方法在动态信号特征提取

方面取得了进展。快速傅里叶变换、短时傅里叶变换、

小波变换、第２代小波变换和多小波变换等信号处理

方法，为关键设备运行监测与故障诊断奠定了基础，

在众多领域取得了可喜的工程应用效果。

傅里叶变换是应用最为广泛的信号处理方法，

视为从时域分析到频域分析的桥梁。针对傅里叶变

换存在的离散频谱误差问题，学者提出了频谱细化

分析和频谱校正技术等改进方法。丁康等
［１］分析了

快速傅里叶变换结合傅里叶变换在无噪声和有高斯

白噪声情况下参数估计误差，即傅里叶变换不能反

映非平稳信号在局部区域的频域特征及其时域对应

关系。为此，Ｇａｂｏｒ提出了短时傅里叶变换，可视为

大小和形状固定的时间窗内一小段信号局部频谱，

实现较好的时频局部化分析。Ｎｉｌｓｅｎ
［２］提出了基于

短时傅里叶变换时频快速重排方法，提高了传统时

频分析运算效率。秦树人等
［３］利用旋转机械非平稳

特性与转速变换关系，研究了一种基于可变窗短时

傅里叶变换精细时频分析方法，获得了较好的时频

分辨率。

小波变换思想源于伸缩和平移概念，实现信号

全貌和局部细节的多尺度分析，并在机械故障特征

提取、动态信号降噪和奇异点检测等方面展现出明

显优势［４］
。彭志科等

［５］综合讨论了离散小波变换，特

别是Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波族分解频带能量泄露与小波

阶数选取原则等基础问题，为故障特征提取提供了

有效的实施策略。王衍学等
［６］将相邻系数降噪思想

引入双树复小波中，有效提取了复合故障特征
［６］
。Ｌｉ

等［７］研究了基于Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ小波时频幅值图和相位

图，用于检测齿轮裂纹故障奇异点信息。

为弥补经典小波按需构造问题，第２代小波变

换应运而生［８］
。它是一种不依赖傅里叶变换，在时域

中使用提升框架构造小波的方法，具有结构化设计、

自适应构造、算法简单、运算速度快和需要内存空间

小等优点。李臻
［９］考虑到尺度间和尺度内小波系数

的相关性，针对轴承故障诊断提出了领域相关性冗

余第２代小波降噪技术。Ｂａｏ等
［１０］利用基于傅里叶

变换的盒型滤波，提出了具有抗混叠特性的第２代

小波变换，有效应用于汽油发电机故障诊断。

多小波是小波理论的新发展，它是指两个或两

个以上函数作为尺度函数生成小波，相应多分辨分
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析也由函数向量生成［１１］
。它不仅兼备单小波（经典

小波和第２代小波）所不能同时具备的多种优良性

质［１２］
，且具备多个时频特征有所差异的基函数，为

特征提取的准确性和全面性提供前提，并为复合故

障耦合特征的一次性分离与识别奠定基础。王晓冬

等［１３］提出了对称多小波提升算法，并构造了自适应

多小波基函数应用于齿轮止推夹板碰摩故障诊断。

基于Ｈｅｒｍｉｔｅ样条插值，袁静等
［１４］研究了改进多小

波变换，将其用于分离试验台轴弯曲和轴承内圈复

合故障，并在此基础上，提出了针对旋转机械故障特

征提取自适应多小波构造方法［１５］
。吴宏钢等

［１６］提出

了多小波脊线提取方法，用于揭示齿轮箱故障的瞬

时频率变化。汪友明
［１７］研究了基于提升框架的算子

自定义多小波，应用于裂纹奇异性检测。

笔者［１８］对诸多信号处理方法的共性进行研究，

提出了机械故障诊断的内积变换概念，运用三角基

函数、Ｌａｐｌａｃｅ基函数、Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ基函数和第２代小

波基函数等分析发动机组松动、齿轮箱冲击摩擦、高

压缸蒸汽激振和机车轮对滚动轴承损伤等工程实际

故障案例。在此基础上，为深刻认识机械故障诊断的

内积变换这一原理基础问题，笔者对机械故障诊断

诸多信号处理方法的共性和本质进行了进一步研

究。针对上述信号处理方法，通过信号与基函数的内

积变换将它们联系起来，说明了机械故障诊断的内

积变换原理，并逐一分析各种信号处理方法的基函

数及内积表述。利用仿真试验验证经典小波、第２代

小波和多小波变换的内积变换原理，探寻内积变换原

理的关键特性和相关性质，为内积变换的工程应用奠

定了基础。最后采用某炼油厂空气分离压缩机组止推

夹板故障诊断案例以验证该内积变换原理。

 机械故障诊断内积变换原理

信号处理的各种运算中，内积发挥了重要作用。

平方可积实数空间爧
２
（爲）中的函数，牨（牠），牪（牠）内积

定义如下，其中符号表示共轭转置

〈牨（牠），牪（牠）〉＝∫
＋∞

－∞
牨（牠）牪


（牠）ｄ牠 （１）

以下从信号的一般展开表述引入机械故障诊断

的内积变换原理。信号表达方式并不惟一，对于给定

的信号会有无数种展开方式。设一个犑域中信号牨

可表示为

牨＝∑
牕∈牂

牃牕犼牕 （２）

其中：｛犼牕｝牕∈牂为犑域中基本函数集。

如果｛犼牕｝牕∈牂是犑空间的完备序列，即所有犑域

内的信号均可由式（２）表示，则存在一个对偶函数

集，使得其展开系数可由内积函数计算

牃牕＝∫牨（牠）犼

牕（牠）ｄ牠＝ 〈牨，犼


牕〉

或 牃牕＝∑
牑∈牂

牨（牑）犼

牕（牑）＝ 〈牨，犼


牕〉 （３）

其中：犼

牕为分析函数；犼牕为综合函数，两者互为对偶

函数。

由式（３）可以看出，内积结果牃牕越大，表明牨与

对偶函数犼

牕越接近。以上内积变换中，不妨把对偶

函数犼

牕视为一种“基函数”，内积变换可视为信号牨

与“基函数”犼

牕关系紧密度或相似性的一种度量。这

样的内积变换可以看作是“按图索骥”的过程。因此，

机械故障诊断内积变换原理本质是探求信号牨中包

含与“基函数”犼

牕最相似或相关的分量，关键在于机

械设备运行过程的动态信号物理特征与基函数的合

理构造，使所构造的基函数与动态信号物理特征达

到最佳匹配。通过内积变换提取动态信号中的故障

特征，获得不同物理意义并符合工程实际的故障特

征信息，实现正确的状态监测与故障诊断。

 信号处理内积表述

 傅里叶变换内积表述

函数牨（牠）的傅里叶变换为

牀（犽）＝∫
＋∞

－∞
牨（牠）ｅ

－ｉ犽牠
ｄ牠＝ 〈牨（牠），ｅ

ｉ犽牠
〉 （４）

频谱牀（犽）显示正弦基函数分解出包含在牨（牠）

中的任一正弦频率的总强度。式（４）的变换过程可视

为信号牨（牠）与基函数ｅ
ｉ犽牠的内积运算。由于ｅ

ｉ犽牠是三角

基函数，可将任何信号表示为不同频率平稳正弦波

的线性迭加，因此它更适合平稳信号分析。

 短时傅里叶变换的内积表述

设牎（牠）是中心位于犳＝０、高度为１、宽度有限的

时窗函数，短时傅里叶变换定义如下

ＳＴＦＴ牨（犳，牊）＝∫
＋∞

－∞
牨（牠）牎


（牠－ 犳）ｅ

－ｉ犽牠
ｄ牠＝

∫
＋∞

－∞
牨（牠）［牎（牠－ 犳）ｅ

ｉ犽牠
］

ｄ牠＝

〈牨（牠），牎（牠－ 犳）ｅ
ｉ犽牠
〉 （５）

这一内积运算将信号通过在时间上可滑移的时

间窗牎（牠）进行傅里叶变换，其基函数为牎（牠－犳）ｅ
ｉ犽牠
。

这里，窗函数牎（牠）的选取是关键。由于其基础是傅里

叶变换，更适于分析准平稳信号。如果该信号由高频

突发分量和长周期准平稳分量组成，那么短时傅里
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叶变换能给出满意的时频分析结果。

 经典小波变换内积表述

信号牨（牠）小波变换爾爴牨（牃，牄）为

Ｗ爴牨（牃，牄）＝牃
－１燉２

∫
＋∞

－∞
牨（牠）犼


牃，牄（牠）ｄ牠＝

〈牨（牠），犼牃，牄（牠）〉 （６）

其中：犼牃，牄（牠）为小波基函数；牃为反映频率变量的尺

度因子；牄为对信号进行扫描的时移因子。

该内积运算旨在探求信号牨（牠）中包含与小波基

函数犼牃，牄（牠）最相似或最相关的分量。不同类型的机

械故障在动态信号中往往表征为不同的特征波形。

如果对某个特定的诊断问题采用了不恰当的小波基

函数，则会冲淡特征信息，给故障特征提取与诊断造

成困难。同时，小波基函数的正交性、正则性、消失

矩、紧支性、对称性、相似性和冗余度等性质与时频

局部化、奇异性检测、锁定相位、分解与重构精度等

直接有关。因此，如何进行有效的小波变换，关键取

决于构造和选择与故障特征波形相匹配、且具有优

良性质的小波基函数。

 第代小波变换内积表述

与基于傅里叶变换的ＭａｌｌａｔＤａｕｂｅｃｈｉｅｓ经典

小波体系不同，第２代小波变换包括剖分运算、预测

运算和更新运算３个步骤
［８］
。其重构过程由恢复更

新、恢复预测和合并３个步骤组成。对于信号爳，第２

代小波的分解和重构过程如图１所示。其中：爮（·）

为预测器；爺（·）为更新器；牞ｏ和牞ｅ分别为剖分后的

奇、偶样本序列；牞ｏ和牞ｅ分别为重构后的奇、偶样本

序列；爳
为重构信号。

图１ 第２代小波分解和重构过程

根据第２代小波变换分解过程的多相矩阵形式

表示，第２代小波分解过程的等效滤波器组（牎，牋）可

计算为［１８］

牎（牫）＝ １－ 爮（牫
２
）爺（牫

２
）＋ 牫

－１
爺（牫

２
）

牋（牫）＝－ 爮（牫
２
）＋ 牫

烅
烄

烆
－１

（７）

其中：牎（牫）和牋（牫）为第２代小波分解时的等效低通

滤波器和等效高通滤波器。

同理，可以得到第２代小波重构时的等效滤波

器组为

牎

（牫）＝ １＋ 牫

－１
爮（牫

２
）

牋（牫）＝－ 爺（牫
２
）＋ 牫

－１
（１－ 爮（牫

２
）爺（牫

２
烅
烄

烆 ））
（８）

其中：牎
（牫）和牋（牫）为第２代小波重构时的等效低通

滤波器和等效高通滤波器。

因此，利用第２代小波分解和重构的等效滤波

器组，第２代小波变换也可以通过一系列内积运算

给出。设尺度牐的第２代小波尺度函数犺牐，牑和小波函

数犼牐，牑分别为尺度空间爼牐和小波空间爾牐基函数，第２

代小波变换的低频逼近信号牞牐，牑和高频细节信号牆牐，牑

可用内积表示为

牞牐，牑＝ 〈牨，犗牐，牑〉，牆牐，牑＝ 〈牨，犼牐，牑〉 （９）

设犗

牐，牑为犗牐，牑的对偶尺度函数，犼


牐－１，牕为犼牐－１，牕的对

偶小波函数，第２代小波等效滤波器组｛牎（牫），牋（牫），

牎

（牫），牋（牫）｝，则双正交小波双尺度关系为

犗牐－１，牕＝∑
牑∈牂

〈犗牐－１，牕，犗牐，牑〉犗牐，牑＝∑
牑∈牂

牎牑－２牕犗牐，牑

犼牐－１，牕＝∑
牑∈牂

〈犼牐－１，牕，犗牐，牑〉犗牐，牑＝∑
牑∈牂

牋牑－２牕犗

烅

烄

烆 牐，牑

（１０）

犗

牐－１，牕＝∑

牑∈牂

〈犗

牐－１，牕，犗


牐，牑〉犗

牐，牑＝∑

牑∈牂

牎

牑－２牕犗

牐，牑

犼

牐－１，牕＝∑

牑∈牂

〈犼

牐－１，牕，犗


牐，牑〉犗

牐，牑＝∑

牑∈牂

牋牑－２牕犗


烅

烄

烆
牐，牑

（１１）

第２代小波变换分解时，采用尺度函数犗牐，牑和小

波函数 犼牐－１，牕，通过式（１１）对信号 牨（牠）进行内积运

算，得到第２代小波变换的分解表达式

牞牐－１，牕＝ ∑
牑∈牂

牎牑－２牕牞牐，牑，牆牐－１，牕＝ ∑
牑∈牂

牋牑－２牕牞牐，牑 （１２）

由于爼牐＝爼牐－１爾牐－１，对于犗

牐，牑与犗


牐－１，牑和犼


牐－１，牕，

有基函数分解关系

犗

牐，牕＝ ∑

牑∈牂

〈犗

牐，牕，犗

牐－１，牑〉犗


牐－１，牑＋ ∑

牑∈牂

〈犗

牐，牕，犼

牐－１，牑〉犼


牐－１，牑

（１３）

利用双正交小波双尺度关系，得到第二代小波

变换的重构表达式

牞牐，牕＝ ∑
牑∈牂

牎

牕－２牑牞牐－１，牑＋ ∑

牑∈牂

牋牕－２牑牆牐－１，牑 （１４）

７７１第２期 何正嘉，等：机械故障诊断内积变换原理与验证



由此可见，第２代小波也是建立在内积变换原

理的基础上。在经典小波变换中，尺度函数犗和小波

函数 犼及其对偶 犗
和 犼

的设计，转化为滤波器组

｛牎（牫），牋（牫），牎
（牫），牋（牫）｝的设计。在第２代小波变换

中，设计不同的预测器爮和更新器爺便完成了不同

基函数的构造，从而通过内积变换实现机械故障动

态特征的提取。

 多小波变换的内积表述

设多小波中尺度为牐的多尺度函数犎牐，牑和多小

波函数犑牐，牑分别为尺度空间爼牐和小波空间爾牐规范

正交基；╂为前处理
［１４］后的矢量输入信号；多小波变

换的低频逼近信号┭牐，牑和高频细节信号┮牐，牑可用内积

表示为

┭牐，牑＝ 〈╂，犎牐，牑〉，┮牐，牑＝ 〈╂，犑牐，牑〉 （１５）

与单小波相似，多小波的滤波器系数｛┘，┗｝也

可表示为

┘牑－２牐＝ 〈犎牕－１，牐，犎牕，牑〉

┗牑－２牐＝ 〈犎牕－１，牐，犑牕，牑
烅
烄

烆 〉
（１６）

多小波变换的两尺度关系可以表示为

犎牐－１，牕＝∑
牑∈牂

〈犎牐－１，牕，犎牐，牑〉犎牐，牑＝∑
牑∈牂

┘牑－２牕犎牐，牑

犑牐－１，牕＝∑
牑∈牂

〈犑牐－１，牕，犎牐，牑〉犎牐，牑＝∑
牑∈牂

┗牑－２牕犎

烅

烄

烆 牐，牑

（１７）

利用式（１７）对矢量输入信号╂进行内积运算，

得到多小波分解表达

┭牐－１，牕＝ ∑
牑∈牂

┘牑－２牕┭牐，牑，┮牐－１，牕＝ ∑
牑∈牂

┘牑－２牕┭牐，牑（１８）

由于爼牐＝爼牐－１爾牐－１，对于犎牐，牑与犎牐－１，牕和犑牐－１，牕

有基函数分解关系

犎牐，牕＝∑
牑∈牂

〈犎牐，牕，犎牐－１，牑〉犎牐－１，牑＋

∑
牑∈牂

〈犎牐，牕，犑牐－１，牑〉犑牐－１，牑 （１９）

则可得到多小波变换的重构表达式

┭牐，牑＝ ∑
牕∈牂

┘

牑－２牕┭牐－１，牕＋ ∑

牕∈牂

┗

牑－２牕┮牐－１，牕 （２０）

由此可见，多小波变换也是建立在内积变换原

理基础上。与单小波不同，多小波是矢量运算，滤波

器均为多维向量。由于多小波基函数兼备单小波所

不能同时满足的优良性质，可以帮助基函数在内积

匹配过程中更加准确地提取微弱故障特征，在机械

微弱故障诊断方面具备显著的优势。同时，它拥有多

个小波基函数，在内积变换过程中，可作为信号分解

的特征波形混合基来匹配信号中的多个特征信息，

从而实现机械复合故障耦合特征的一次性分离与

识别。

 内积变换原理的仿真验证

由于傅里叶变换和短时傅里叶变换的内积变换

表述显而易见，采用可重复的仿真试验对经典小波、

第２代小波变换和多小波变换的内积变换原理进行

验证。根据式（３）选择某一特定基函数犼（牠）构造包含

模拟故障特征犼（牠）的混合信号牨（牠），通过内积变换

研究不同基函数在内积过程中的作用和效果。

 经典小波的仿真验证

为了验证与故障特征相似的基函数能够最佳匹

配机械故障特征，采用Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ１０（Ｄｂ１０）小波基

函数来模拟混合信号中的微小冲击故障特征，其中

Ｄｂ１０小波基函数犼（牠）如图２所示，横坐标为数据点

数 爫，纵坐标为无量纲的幅值爛，以下仿真试验相

同。无噪仿真信号如式（２１）构造，将Ｄｂ１０小波基函

数的小冲击分量叠加到一个无噪声正弦信号上，这

里正弦分量模拟旋转机械的运行特征。以上仿真信

号中采样频率为５１２０Ｈｚ，点数为５１２０，可满足小冲

击分量和正弦分量的采样要求。图３显示了仿真混

合信号牨（牠），其中，Ｄｂ１０小波基函数的第１个模拟

冲击均从第 ４００点到第 １００８点，即初始起点为

００７８１ｓ，周期间隔犳＝０２ｓ。

图２ Ｄｂ１０小波基函数

图３ 经典小波中的无噪仿真信号
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牨（牠）＝ ０．２牨１（牠）＋ 牨２（牠）

牨１（牠）＝∑
５

牏＝１

犼（牠－ ０．０７８１－ 牏犳）

牨２

烅

烄

烆 （牠）＝ ｓｉｎ（１０π牠）

（２１）

图４ Ｄｂ１０小波分析结果

首先，采用Ｄｂ１０小波作为基函数对式（２１）的仿

真信号进行５层小波分解。由于周期性冲击分量主

要分解到细节信号牃１～牃５，逼近信号牆５为低频正弦

分量。因此，采用细节信号牃１～牃５对周期性冲击分

量进行重构，结果如图４（ａ）所示。截取出重构的周期

性冲击信号中第 １个冲击单元，即信号中第 ４００～

１００８点，如图４（ｂ）所示。对比图２的Ｄｂ１０小波基，

即仿真信号中的真实冲击单元，可以清晰看到采用

Ｄｂ１０小波分析得到第１个冲击单元波形与真实冲

击单元波形几乎相同。图２和图４（ｂ）两个冲击单元

的相关系数计算为０９９６９，非常接近１，说明两个冲

击单元的相似度极高。

选择Ｄｂ４小波作为低阶Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波代表。

以Ｄｂ４小波作为基函数对式（２１）的仿真信号进行对

比分析。依旧对信号进行５层分解，采用５个尺度的

细节信号牃１～牃５重构周期性冲击分量，截取第１个

冲击单元如图５（ａ）所示。从分析结果可以看出，虽然

Ｄｂ４小波可以提取出该周期性冲击分量，但提取出

的冲击单元与仿真的冲击单元（Ｄｂ１０小波基），在波

形形状上有明显差别。图５（ｂ）显示了Ｄｂ４小波基函

数。对比图５（ａ）和（ｂ），可以看到由Ｄｂ４小波匹配出

的冲击波形变化趋势与Ｄｂ４小波基非常相似，图中

所示爛段呈现较缓慢增长趋势，爜段表现为急速下

降趋势。图２和图５（ａ）两个冲击单元的相关系数计

算为 ０９３１９，小于 Ｄｂ１０小波分析结果的相关系

数值。

图５ Ｄｂ４小波分析结果

选取Ｄｂ３２小波基函数作为高阶Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小

波代表，对式（２１）的仿真信号进行对比分析。与以上

的分析流程相似，Ｄｂ３２小波所提取的第１个冲击单

元如图６（ａ）所示。同样，具有振荡衰减的Ｄｂ３２小波

基函数也能够匹配出微弱冲击特征，其波形特征与

图２的Ｄｂ１０小波基相差较大。该提纯冲击信号前部

分爛呈现出极为缓慢的增长趋势，后半段爜表现为

较为快速衰减，特性与Ｄｂ３２小波基（见图６（ｂ））波形

特征相似。计算图２和图６（ａ）两个冲击波形的相关

系数为 ０９５７０，小于 Ｄｂ１０小波分析结果相关系

数值。

采用Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波族（Ｄｂ爫，爫＝１～４０表示

不同的小波阶次，相应小波基具有２爫－１的支撑区

间，且消失矩也为爫）对式（２１）的仿真信号进行综合

分析。为了评价内积匹配过程中各个小波基发挥的

作用，采用各个Ｄｂ爫小波所提取出的冲击单元与仿

真冲击单元Ｄｂ１０小波基的相关系数作为内积匹配

效果的评价指标。Ｄｂ１～Ｄｂ４０小波基分析结果如

表１所示。
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图６ Ｄｂ３２小波分析结果

从表１的相关系数结果可以看出：

１）除Ｄｂ１小波外，其他所有Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波计

算得到的相关系数值均大于０９，但是不同的小波基

分析得到的相关系数值不同。说明具有紧支且振荡

衰减的小波基函数大多可以匹配出非平稳信号中的

瞬态信息，不同小波基函数将产生不一样的分析效

果，使得所提取出的故障特征波形也不同。

２）在所有的Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波相关系数计算中，

Ｄｂ１０小波即仿真冲击单元计算得到的相关系数值

最高，最接近１。说明Ｄｂ１０小波所提取的冲击单元与

所仿真的冲击单元的相似度最高，分析效果最为理

想。同时，图４分析结果显示，Ｄｂ１０小波提取出的冲

击分量波形也与仿真冲击单元几乎是完全相同。这说

明与故障特征最相似的基函数可以最佳地匹配出隐

藏在混合信号中的故障信息，充分验证了内积变换。

３）小波消失矩是小波基的重要性质之一。Ｄｂ爫

中小波消失矩阶次随相关系数的变化见图７。由图可

以看出，计算所得的相关系数值并不是随小波消失

矩的增加而线性增加的，是呈现锯齿状变化。这说明

并不是消失矩越高的小波基能更加有效地匹配出故

障特征。总之，小波消失矩越高，作为评价指标的相

关系数值越大。意味着相对小波基的性质，在内积匹

配中与故障特征相似的基函数更为重要。

图７ 相关系数随小波消失矩阶次变化图

 第代小波的仿真验证

类似于经典小波变换中内积变换原理的仿真验

证，同样构造一个由正弦信号与小冲击信号组成的

仿真信号。小冲击信号由预测器个数爫＝１８和更新

器个数爫

＝１８的第２代小波的小波函数犼（牠）生成。

无噪仿真信号如式（２２）构造，将第 ２代小波函数

犼（牠）以其幅值 ０３倍周期性叠加到无噪正弦分量

上。仿真信号采样频率为５１２０Ｈｚ，取数据长度为

５１２０。混合信号中第１个基本冲击单元的起始点为

３４０，并以犳＝０２ｓ为周期进行重复。

牨（牠）＝ ０３牨１（牠）＋ 牨２（牠）

牨１（牠）＝∑
５

牏＝１

犼（牠－ ００６６４－ 牏犳）

牨２

烅

烄

烆 （牠）＝ ｓｉｎ（１０π牠）

（２２）

表 ﹥┞

  

小波提取的冲击单元与仿真冲击单元的相关系数

Ｄｂ爫 相关系数 Ｄｂ爫 相关系数 Ｄｂ爫 相关系数 Ｄｂ爫

  

相关系数

  

１ ０６０５８ １１ ０９３５３ ２１ ０９７３２ ３１ ０９９３２

  

２ ０９１２６ １２ ０９３５１ ２２ ０９３２７ ３２ ０９５７０

  

３ ０９９１０ １３ ０９９５８ ２３ ０９７０１ ３３ ０９４４６

  

４ ０９３１９ １４ ０９７０３ ２４ ０９９３９ ３４ ０９８４９

  

５ ０９０９９ １５ ０９２４８ ２５ ０９４９６ ３５ ０９８２０

  

６ ０９８８６ １６ ０９７１３ ２６ ０９４４４ ３６ ０９４４２

  

７ ０９７１９ １７ ０９９４８ ２７ ０９８９７ ３７ ０９６１７

  

８ ０９１１８ １８ ０９４２１ ２８ ０９７７６ ３８ ０９９１８

  

９ ０９６３８ １９ ０９４２５ ２９ ０９３８６ ３９ ０９６４２

１０ ０９９６９ ２０ ０９９３７ ３０ ０９６６３ ４０ ０９４５０
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对式（２２）的仿真混合信号，采用不同预测器系

数个数爫和不同更新器系数个数爫
的第２代小波进

行６层分解。为了提取仿真混合信号中的小冲击成

分，将细节信号牃１～牃６重构冲击信号。以仿真基本

冲击单元与不同第２代小波处理后第１个重构基本

冲击单元的相关系数值作为内积匹配性能，即各小

波基提取基本冲击单元效果的评价指标，其结果如

表２所示。

表 不同┞和┞
的第



 

 



代小波分析结果的相关系数

爫，爫
 相关系数 爫，爫

 相关系数 爫，爫
 相关系数 爫，爫



  
相关系数

２，２ ０９７９０ １２，１２ １００００ ２２，２２ ０９９９８ １２，８ ０９９

  

９９

４，４ ０９９６９ １４，１４ １００００ ６，１８ ０９９９９ １４，１０ １００

  

００

６，６ ０９９９２ １６，１６ １００００ ６，１４ ０９９９９ １４，６ ０９９９

  

７

  

８，８ ０９９９８ １８，１８ １００００ ６，８ ０９９９７ １８，６ ０９９９７

１０，１０ ０９９９９ ２０，２０ ０９９９９ ８，６ ０９９９５ １８，１２ １００００

从表２中可以可以看出：

１）不同爫，爫
的第２代小波分析结果的相关系

数值大部分超过０９９００。出现好的分析结果是因为

以上第２代小波中预测器和更新器系数的计算是根

据Ｃｌａｙｐｏｏｌｅ在文献［１９］中的求解算法，该算法所获

得的不同第２代小波基的形状大致类似。同时随着

预测器系数个数爫和更新器系数个数爫
的增加，所

构造的第２代小波基主波形基本保持不变，其次峰

振荡次数和支撑区间长度均有所增加。因此，形状相

似的第２代小波在模拟冲击故障单元提取试验中表

现出较为理想的内积匹配性能。

２）表中爫＝１２和爫

＝１２，爫＝１４和爫


＝１４，爫＝

１６和爫

＝１６，爫＝１８和爫


＝１８的４个第２代小波所

得到的相关系数值都为１，说明这４个小波基所提取

的基本冲击单元与模拟的基本冲击单元完全一致。

３）对于预测器系数个数爫和更新器系数个数

爫
相同的第２代小波，计算得到的相关系数是先随

着爫和爫
的增加，即正交性的增加而增大；当爫和

爫
超过１８后，其相关系数值反而减小。对于双正交

的第２代小波，小波基的内积匹配能力主要取决于

小波基与所提取特征的相似性，小波基所具备的优

良性质，特别是正交性也影响着小波基的内积匹配

性能。另外，试验结果说明并不是正交性越好的小波

基会获得更加理想的分析结果。一般而言，第２代小

波正交性越好，其内积匹配结果越更加理想。

４）对于预测器系数个数爫和更新器系数个数

爫
不同的第２代小波（设爫＝牨１，爫


＝牨２），计算得到

的相关系数值总是介于爫＝爫

＝ｍｉｎ［牨１，牨２］和爫＝

爫

＝ｍａｘ［牨１，牨２］的第２代小波分析结果所计算得到

的相关系数值之间。设爫，爫
第２代小波分析结果的

相关系数定义为犱（爫，爫

），则

犱（ｍｉｎ［牨１，牨２］，ｍｉｎ［牨１，牨２］）≤ 犱（牨１，牨２）≤

犱（ｍａｘ［牨１，牨２］，ｍａｘ［牨１，牨２］）

如在表２中，犱（６，６）＜犱（６，８）＜犱（８，８）。

总之，以上第２代小波内积匹配仿真试验充分

验证了内积匹配思想，同时说明双正交的第２代小

波，小波基的内积匹配性能主要取决于小波基与所

提取特征的相似性或相关性，以及小波基所具备的

优良性能，特别是其正交性。

 多小波的仿真验证

利用一个仿真试验来验证多小波变换的内积表述

及其匹配多故障特征分量的能力。在众多多小波中，

ＧＨＭ多小波
［２０］是最常用的多小波，它具有紧支性、对

称性、正交性及二阶消失矩。因此，采用ＧＨＭ 多小波

的两个多尺度函数犺１和犺２来模拟冲击故障。仿真信号

牨（牠）表达如下

牨（牠）＝０１∑
４

牏＝１

爤１（牠＋０３４１８－牏犳）＋

０５∑
３

牐＝１

爤２（牠＋０９６６８－牐犳）

爤１（牠）＝犺１（牠）牚（牠） （牚（牠）＝ｅ
－４００（牠－００１７５）

）

爤２（牠）＝犺２

烅

烄

烆 （牠）

（２３）

其中：采样点数牕＝１０２４０；采样频率牊ｓ＝２０４８Ｈｚ；

冲击周期间隔犳＝０２５ｓ。

同时在爤１（牠）中增加牚（牠）是模拟传递路径对冲击

响应 犺１的影响。另外，爤１的起始点为第 ７００点即

０３４１８ｓ；爤２的起始点为第１９８０点即０９６６８ｓ。式

（２３）的仿真冲击信号添加ＳＮＲ＝－４０３８５ｄＢ的高

斯白噪声信号。无噪仿真信号和强背景噪声下仿真

信号分别如图８（ａ）和（ｂ）所示，犺２仿真的冲击特征被

大量随机噪声淹没。

对该含噪信号采用ＧＨＭ多小波作为基函数进

行分解。由于冲击仿真采用犺１和犺２的多尺度函数模

拟，其特征响应集中在低频段。因此，采用５层分解，

且前处理方式采用无重复严格采样中的内插值前滤
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图８ 多小波试验的无噪和含噪仿真信号

图９ 含噪信号ＧＨＭ多小波严格采样下的分解结果

波器［２１］
。为了验证多小波中每个基函数在内积匹配

运算中的不同特性，仿真试验中去除了多小波变换

中的后处理过程，直接输出多小波变换后的多维数

据作为分析结果［１４］
。第 ５尺度的逼近信号结果如

图９所示。其中图９（ａ）为矢量输出的第１通道分析结

果，图９（ｂ）为其第２通道分析结果。可以看出，在强

背景噪声干扰下，ＧＨＭ 多小波基函数可以较好地

提取出两类冲击仿真特征，两类仿真冲击特征分别

清晰地呈现在不同的输出分支中，实现了多故障特

征的一次性分离与提取。该仿真验证中，主要是验证

多小波基函数在内积匹配过程中的复合故障特征分

离与提取能力，而非其波形匹配能力。因此，以通道

１中４个特征处能量与通道１信号总能量比，以及通

道２中３个特征处能量与通道２信号能量比作为评

价指标，分别定义为犜和犝，用以评价多小波基函数

在内积变换过程中分离和匹配仿真复合故障中多特

征的能力。计算可得到 ＧＨＭ 多小波两个指标

犜（ＧＨＭ）＝０９０８１，犝（ＧＨＭ）＝０５０３０。

同理，采用 ＣＬ多小波进行对比，处理过程与

ＧＨＭ 多小波类似，其结果如图１０所示。在第１通道

中，模拟冲击特征爤１并不十分突出；而第２通道中，

模拟冲击特征爤１突出而爤２不是十分明显。相对于

图９的ＧＨＭ 分析结果，ＣＬ多小波不能有效地提取

与分离两类冲击特征，效果不理想。另外，计算多小

波基匹配评价指标 犜（ＣＬ）＝０３４９４，犝（ＣＬ）＝

０２０６０，两者都远小于ＧＨＭ的指标值。

图１０ 含噪信号ＣＬ多小波严格采样下的分解结果

采 用 多 小 波 基 函 数 ＳＡ４，Ｂｉｈ５２ｓ，Ｂｉｈ５４ｎ，

Ｂｉｈ３２ｓ，Ｂｉｈ３４ｎ，Ｂｉｇｈｍ２，Ｃａｒｄｂａｌ２，Ｃａｒｄｂａｌ３和

Ｃａｒｄｂａｌ４对上述含噪信号进行分析，处理方式与

ＧＨＭ 多小波一致。仍采用指标犜和犝评价多小波基

函数内积匹配性能，结果如表３所示。可以看出，在

强背景噪声下，无论是指标犜，犝或犜＋犝，ＧＨＭ 多小

波所对应的能量，相对比值都是最大的，说明ＧＨＭ

多小波在提取和分离由ＧＨＭ 多尺度函数所生成的

多冲击特征时，效果最佳。这也验证了在强背景噪声

干扰下，与多故障特征最相似的多个基函数，能够准

确和全面提取隐藏在动态信号中的多故障特征。

从以上多小波的内积匹配试验可以看出，由于

多小波拥有多个性质各异的基函数，可以作为信号

分解的特征波形混合基来匹配信号中的多个特征信

息，实现复合故障耦合特征的一次性分离与提取。另
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外兼备多种优良特性的多小波基函数，可以更加准

确和全面地匹配特征波形，以提取出具有物理意义

并符合工程实际的故障特征信息，这使得多小波变

换在机械故障诊断中具备显著优势。

表 含噪仿真信号多小波分析结果

多小波基函数 犜 犝 犜＋犝

ＧＨＭ ０９０８１ ０５０３０ １４１１１

ＣＬ ０３４９４ ０２０６０ ０５５５４

ＳＡ４ ０８４４２ ０２４７０ １０９１２

Ｂｉｈ５２ｓ ０８５７１ ０１４４５ １００１６

Ｂｉｈ５４ｎ ０６０６８ ００６６２ ０６７３０

Ｂｉｈ３４ｎ ０５４６９ ０１９５７ ０７４２６

Ｂｉｈ３２ｓ ０３７８１ ０１９２１ ０５７０２

Ｂｉｇｈｍ２ ０７１９４ ０１７９０ ０８９８４

Ｃａｒｄｂａｌ２ ０８９６０ ０３４３９ １２３９９

Ｃａｒｄｂａｌ３ ０９００３ ０３１６８ １２１７１

Ｃａｒｄｂａｌ４ ０８８４３ ０２７８２ １１６２５

 工程案例

图 １１为某炼油厂空气分离压缩机组（空分机）

的结构简图。该机组主要由电机、齿轮箱和压缩机组

成，电机与齿轮箱采用齿式联轴器连接。空分机用于

炼油厂中对氧气进行压缩。通过电机驱动压缩机，齿

轮箱在其中起变速和传递动力的作用。

图１１ 某炼油厂空分机结构图

机组在某次大修后开机，发现齿轮箱振动剧烈，

并伴随尖叫声。需要通过对其进行详细地检测与诊

断查清故障。该空分机的驱动电机转速为 ２９８５

ｒ燉ｍｉｎ，两个齿轮均为斜齿轮，小齿轮通过止推夹板

将斜齿轮啮合传动时的轴向力传递到大齿轮，它们

的齿数分别为１３７和３２，增速比为４２８。因此，高速

轴的转频为２１３Ｈｚ，齿轮啮合频率为６８１５７５Ｈｚ，

叶片转频为３６２０８６和４４７２８３Ｈｚ。

为探究故障的原因，采集该齿轮箱的５＃轴承座

振动信号，采样频率为１５ｋＨｚ，时域信号和频谱图如

图１２所示。其时域信号表现为高频剧烈振荡，频谱

存在１４８０，２９６０和４２３１Ｈｚ这３条主要的谱峰，它

们与机组的啮合频率和风机叶片转频无一对应，且

图１２ 空分机５＃轴承座振动信号

在这些频率附近存在２１３Ｈｚ的调制边频带，与高速

轴转频一致。

图１３ Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ和Ｍｏｒｌｅｔ小波的基函数

Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ和Ｍｏｒｌｅｔ小波是常用的复值小波，

其表达式和相关特性见文献［２２］。图１３显示了Ｈｅｒ

ｍｉｔｉａｎ小波和Ｍｏｒｌｅｔ小波（参数犽０＝５，牃＝１）的小波

基函数波形。其中，Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ小波支撑区间较Ｍｏｒ

ｌｅｔ小波更短，实部和虚部振荡次数更少，具有很强

的时域局部化能力，与持续时间短的冲击类损伤特

征相似，可很好地检测故障信号的奇异性
［２２］
。

利用Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ小波和Ｍｏｒｌｅｔ小波对图１１所示

机组的振动信号进行变换，分析结果如图１４所示。
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图１４ 空分机振动信号小波分析结果

在图１４（ａ）中，Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ小波的分析结果中出现了７

个有规律的冲击波形和调制成分，其周期间隔对应

于高速轴旋转周期。其中在尺度０～２０（高频频段）出

现了 ７个锯齿状冲击反映止推夹板与大齿轮的撞

击，在尺度１５～５０（中频频段）出现了７个鱼脊状调

制反映止推夹板与大齿轮的摩擦现象。这些特征在

图１４（ｂ）中基本没有出现，故分析结果不理想。

从信号分析结果可以看到，在高速轴齿轮的每

个周期内存在一个明显的冲击。通过对该空分机结

构（见图１１）的仔细分析，发现了止推夹板的设计缺

陷。由于加工或安装误差的存在，很难保证止推夹板

和大齿轮端面的严格平行。随着齿轮的运转，安装在

小齿轮上的止推夹板每个旋转周期出现一次端面跳

动并和大齿轮端面发生强烈的冲击摩擦，反映到信

号中即分别为图１４（ａ）中形成锯齿状冲击特征与鱼

脊状的调制特征，这些特征的时间间隔都等于高速

轴转频２１３Ｈｚ的倒数。该案例分析显示，与冲击摩

擦类故障特征波形更加相似的Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ小波可以

更好地提取故障信号中的奇异性信息，有利于故障

的识别和定位。这也验证了机械故障诊断内积变换

原理的物理本质和关键技术。

 结 论

１）具有紧支且振荡衰减的基函数大多可以匹

配出非平稳信号中的瞬态信息，不同基函数将产生

不一样的分析效果，使得所提取出的故障特征也完

全不同。

２）与故障特征最相似或局部最相似的基函数，

可以最佳地匹配出隐藏在混合信号中的故障信息。

同时，基函数的性质对于内积变换起重要作用，相对

基函数的性质，在内积匹配中与故障特征相似或相

关的基函数为更重要。

３）对于双正交的第２代小波而言，其内积匹配

能力主要取决于小波基与所提取特征的相似性或相

关性，同时小波基所具备的优良性质，特别是正交性

也影响着小波基的内积匹配性能。

４）与多故障特征最相似或最相关的多个基函

数才能有效提取出隐藏在动态信号中的多故障

特征。

案例显示，与冲击摩擦类故障特征波形更加相

似的Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ小波可以更好地提取故障信号中的

奇异性信息，有利于故障的识别和定位。通过仿真试

验和工程案例，证明了机械故障诊断内积变换原理

的正确性和可靠性。
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