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摘要 为了提升磁巴克豪森（magnetic Barkhausen noise，简称MBN）应力测量效率，提出了一种三角度磁巴克豪森

测量平面应力的方法，分析了角度选择对精度的影响。为了减小标定的不确定性，提出了一种基于多维特征重构不

确定性度量空间的贝叶斯标定方法。实验结果表明，当应力大于 50 MPa时，采用相互间隔 60°的 3个角度，可实现

主应力值测量误差不大于±10 MPa、方向测量误差不大于±5°。贝叶斯标定模型进一步将幅值误差降低

到±5 MPa以下，并将方向测量的±5°误差带扩展到 40 MPa的低应力区。该研究方法为工程中采用磁巴克豪森高

效、准确测量平面应力奠定了基础。
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引 言

在制造和服役过程中，机械构件不可避免地会

遇到残余应力、应力超载和应力集中等问题，影响材

料的疲劳强度、抗应力腐蚀性能和结构稳定性等，降

低使用寿命或引发失效风险。因此，应力测量是制

造 质 量 控 制 和 设 备 安 全 服 役 评 估 的 重 要 技 术

之一［1⁃5］。

根据测量原理，应力测量的方法可分为有损

和 无 损 两 大 类 。 有 损 方 法 主 要 包 括 小 孔 法 、环

芯 法 、剥 离 法 和 等 高 线 法 。 小 孔 法 的 最 大 相 对

误 差 约 为 10%。 在 理 想 条 件 下 ，环 芯 法 的 测 量

精 度 为 ±15 MPa，等 高 线 法 的 测 量 精 度 一 般

为±20 MPa［6］。无损方法一般包括 X射线衍射法、

超声法和磁测法。X射线衍射法相对成熟且应用广

泛，测量精度为±20 MPa，但存在射线有害、携带不

便和检测效率低等问题。超声法是基于声弹性效

应［7］，具有灵敏度高、信号穿透性强和检测过程方便

安全等优点［8］，该方法测量残余应力的一般精度可

达±30 MPa左右，但在检测中易受耦合接触状态的

影响而产生较大误差。磁测法主要包括磁巴克豪森

噪声法和磁记忆法。其中，磁巴克豪森应力测量法

因具有高灵敏度、高重复性、原位无损、便捷高效和

成本低廉等优点，在残余应力评估、结构承载状态测

评、应力集中与损伤风险预警中应用广泛［9⁃10］，且

MBN技术能够表征由应力、晶体结构或两者共同作

用的铁磁材料的磁晶各向异性［11］。

学者们对MBN检测应力的可行性、特征参量、

各类场景下与其他方法检测效果比对进行了大量

研究。Grijalb等［12］研究表明，试件表面的应力分布

与MBN信号的分布呈现相同的规律。Wang等［13］

对钢轨表面应力与不同特征之间的敏感关系进行

了研究，提出了一种具有更高敏感度的峰值与宽度

之比的特征，还研究了温度变化对MBN测量钢轨

应力的影响，得到了MBN特征值随温度的变化规

律［14］。Vourna等［15］对无取向电工钢的残余应力进

行了测量，MBN和 X射线法得到的应力值具有很

好地相关性。文献［16⁃17］用 MBN法对焊接钢板

的残余应力进行了测量，分别与 X射线法和钻孔法

进行了对比，结果具有较高的吻合度。在应力的定

量测量方面，Sorsa等［18］提出了基于MBN数据来定

量预测表面硬化钢试样残余应力的方法，使用经过

特征生成、特征选择、模型识别和验证等对残余应

力的预测评估效果较好，该方法对材料的硬度同样

具有评估作用。Lasaosa等［19］在 Kypris⁃Jiles模型的

基础上，增加了磁场衰减对MBN的影响来进行残

余应力深度剖面的定量估计，评估深度最高可达

130 μm，误差小于 70 MPa［6］。
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MBN法测量应力的研究主要为某个特定方向

上正应力与MBN特征量关联关系的研究。应力本

身是一种体力，用 6个独立的量描述，为二阶张量。

由于MBN测量中一般只能获得表层信号，反映的

是材料表面极薄层的应力状态，层厚与磁化区域相

比非常小，故一般认为其测量的是表层的平面应力

状态。Liu等［20］认为，测量方向对 MBN信号的影

响是目前MBN法测量应力存在的挑战之一。郑阳

等［4］提出了采用周向磁巴克豪森噪声分布测量平

面应力张量的方法，实现了测量点任意方向的正应

力和剪应力解调，可得到最大主应力的大小和方

向。但是，该方法在实施中需扫描测量周向 360°各
方向上的磁巴克豪森信号，获得特征分布才能进行

解算，在实际工程应用中操作效率低，且当遇到操

作空间有限、大曲率管道表面时，较难实施。因此，

如何高效测量是MBN法测量平面应力面临的主要

问题。考虑到磁晶各向同性材料中各个方向上应

力分量对 MBN特征值的影响遵守同样的变化规

律，且在弹性力学理论基础上，平面应力状态求解中

仅有 3个独立的量。理论上能获得 3个角度上的正

应力，即可实现平面应力张量的完全求解。基于此，

笔者提出通过 3个角度上的MBN信号来测量平面

应力的方法，证明其可行性，并研究如何选择合适的

测量角度。

由于MBN应力测量是基于特征值与应力关联

关系的间接测量方法，因此标定是测量过程中的关

键步骤，直接影响应力测量的准确度和精度，且巴克

豪森效应极易受到材料特性、实验操作和环境的影

响，从而导致信号本身的随机性［21⁃25］。如何降低应

力标定过程中的随机性也是本研究的重点。在以往

的 研 究 或 应 用 中 ，大 多 采 用 均 方 根（root mean
square，简称 RMS）来标定试件的应力。由于MBN
信号本身的随机性较大，使用单一特征具有一定的

局限性，不能充分体现 MBN 特征与应力之间的

关系［26］。

为了定量确定MBN信号中的随机性，减少特

征的分散性，笔者提出了一种不确定性分析和特

征 重 构 方 法 。 用 多 维 特 征 进 行 应 力 标 定 ，建 立

MNB多维特征与应力之间的回归模型，基于贝叶

斯标定模型的机器学习方法进行应力预测，以便

实现准确标定。多维特征的有效融合可以更全

面 、准 确 地 描 述 MBN 信 号 与 应 力 之 间 的 标 定

关系。

1 理论模型

1.1 最大主应力计算

应力状态作为外部机械载荷的响应，是材料状

态的重要信息。目前，平面应力的测量多为点对点

旋转，探头只能沿表面的一个方向磁化。为了获得

圆周方向的MBN信号，需要旋转探头获取不同方

向的信号，因此检测效率较低。在一些研究中，周向

信号是通过旋转磁场得到的。由于MBN信号的随

机性，激发磁场的不稳定性会导致额外误差，增加分

析难度，影响平面应力的测量精度。针对上述问题，

笔者提出了三方向测量方法，并研究了测量角度与

测量精度之间的关系。

根据经典理论，平面上某一点的应力状态可以

描述为

σx' = ( )σ1 - σ2 cos2θ1 + σ2

τx'y' =
1
2 ( )σ2 - σ1 sin 2θ1

（1）

其中：σ1为最大主应力；σ2为最小主应力；θ1为 σx'与

最大主应力 σ1之间的夹角。

通过测量 3个方向的MBN得到 3个已知方向

的应力值，利用数值方法和式（1）求解平面内的最大

主应力。假设U '为最大主应力方向，V '为最小主应

力方向。图 1为 3个求解角度相对关系示意图。如

果测量 σx1'作为某一个方向，则其与方向 σ1的夹角为

θ1，继续测量另外一个方向 σx2'，其与方向 σ1 的夹角

为 θ1 + φ 1，同时 σx3'与方向 σ1 的夹角为 θ1 + φ 2。此

时式（1）可以表示为

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

σx1' = ( σ1 - σ2 ) cos2θ1 + σ2
σx2' = ( σ1 - σ2 ) cos2 ( θ1 + φ 1 )+ σ2

σx3' = ( σ1 - σ2 ) cos2 ( θ1 + φ 2 )+ σ2

（2）

式（2）包含 3个未知数 σ1，σ2和 θ1，均可通过求解

图 1 3个求解角度相对关系示意图

Fig.1 The relative relationship diagram of three solving di⁃
rections
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式（1）得到。由于 σx1'的方向已知，所以可以依次求

出最大主应力的方向。

平面内最大主应力的求解过程［27］具体为：①对

待测试样进行标定，得到材料弹性范围内应力与

MBN之间的标定曲线；②测量 3个方向的MBN信

号，通过校准曲线得到 3个方向的应力值；③将 3个
方向的应力值及其夹角关系代入式（2），得到平面

内最大主应力的大小和方向。

1.2 贝叶斯标定模型

贝叶斯标定模型是一种机器学习模型，通过描述

观测结果和模型本身的不确定性来提高方法的精度。

采用数据驱动的方法对该模型进行训练，将训练后的

模型用于应力状态预测。不同于传统的数据点拟合

方法的标定过程，该方法能较好地实现多参数融合。

采用基于贝叶斯学习和变分推理的神经网络结

构变分自编码器对观测不确定性进行分析。以概率

的方式观察和描述数据的隐藏空间，通过编码和解

码 2个训练过程对数据进行压缩和重构，实现样本

的特征提取和参数重构。

首 先 ，将 原 始 特 征 样 本 空 间 表 示 为 X=
{ X 1，X 2，⋯，Xn }，并根据 { X 1，X 2，⋯，Xn }得到概率

分布 p ( X )。
其次，利用随机样本重构特征样本空间。一般

来说，计算比较困难，可以表示为

p ( X )=∑
Z

p ( X |Z ) p ( Z ) （3）

其中：p ( X |Z )为一个用 Z来生成 X的模型。

假设 Z服从标准正态分布，在此基础上，需要训

练一个概率模型解码器 X
∧

= g ( Z )，并从 p ( Z|Xk )抽
样中获得 Zk，重新计算 Xk。p ( Z|Xk )的均值和方差根

据 μk= f1( Xk )，log σ 2 = f2( Xk )的神经网络计算。为

了与应力计算和贝叶斯估计中常用的符号一致，这

里使用了一些相同的符号，用下标来区分。

然后，从 p ( Z|Xk )抽样中得到 Zk，通过生成器得

到 Xk

∧

= g ( Zk )。

最后，通过最小化D ( Xk

∧

，X )2迭代更新参数。

根据变分自编码器的学习隐藏变量 Z的概率分

布（特征样本空间），在输入数据 X给定的情况下，变

分自编码器的推理网络的输出为 Z类型的后验分

布。基于变分推理的思想，可以使用另一种分布

q ( Z|X )近似成 p ( Z|X )。q ( Z|X )的参数通过深度网

络学习，并逐步优化 q，使之非常近似于 p ( Z|X )，从

而用于复杂分布的近似推理。

为了使这两个分布 q和 p尽可能相似，可以最小

化两个分布之间的 Kullback Leibler（简称 KL）散度，

即两个分布之间的距离。KL散度值越小，两者越

接近；值越大，差值越大。X={ x ( i ) }Ni= 1为包含 N个

连续或离散样本的数据集 x。假设所有的数据（特

征）都是独立的、同分布的，两个观测值互不影响。

需要估计 p（x|z）的所有参数，使用对数极大似然法

log p ( x ( 1 )，x ( 2 )，⋯，x (N ) )=∑
i= 1

N

log p ( x ( i ) ) （4）

基于 KL散度，利用分布 qϕ ( z|x ( i ) )来近似真实

后验概率 pθ ( z|x ( i ) )，即

KL( qϕ ( z|x ( i ) ) ||pθ ( z|x ( i ) ) )= Eqϕ ( z|x ( i ) ) log
qϕ ( z|x ( i ) )
pθ ( z|x ( i ) )

=

Eqϕ ( z|x ( i ) ) log
qϕ ( z|x ( i ) ) pθ ( x ( i ) )
pθ ( z|x ( i ) ) pθ ( x ( i ) )

=

Eqϕ ( z|x ( i ) ) log
qϕ ( z|x ( i ) )
pθ ( z，x ( i ) )

+ Eqϕ ( z|x ( i ) ) log pθ ( x
( i ) )=

Eqϕ ( z|x ( i ) ) ( log qϕ ( z|x
( i ) )- log pθ ( z，x ( i ) ) )+

log pθ ( x ( i ) ) （5）
令

L ( θ，ϕ；x ( i ) )= Eqϕ ( z|x ( i ) ) (-log qϕ ( z|x
( i ) )+

log pϕ ( z，x ( i ) ) )=-DKL ( qϕ ( z|x ( i ) ) ||pθ ( z ) )+
Eqϕ ( z|x ( i ) ) log pϕ ( x

( i )|z ) （6）
被称为似然函数的变分下界，得到

log pθ ( x ( i ) )= L ( θ，ϕ；x ( i ) )+ KL ( qϕ ( z|x ( i ) ) ||pθ ( z|x ( i ) )
（7）

一般情况下，求其下边界 L ( θ，ϕ；x ( i ) )，通过蒙

特卡罗方法来估计期望

Eqϕ ( z|x ( i ) ) [ f ( z ) ]=

Ep ( ε ) [ f ( gϕ ( ε，x ( i ) ) ) ]≃
1
L∑l= 1

L

f ( gϕ ( ε( l )，x ( i ) ) )

（8）
在实际实验中，如果样本量较大，一般采用小批

处理方法进行学习，通过小批处理可以估计出对数

似然函数的下界

L ( θ，ϕ；X )≃ LM ( θ，ϕ；XM )= N
M∑i= 1

M

L
∼
( θ，ϕ；x ( i ) )

（9）
根据特征概率分布空间重构出 3个不同的特征

样本空间。具体过程如下：①提取MBN特征，构建

原始特征样本空间 X；②基于变分自编码器计算整

个应力状态下原始特征样本空间 X的特征概率分布
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空间 P；③基于 P重构原始特征样本空间 X，得到 3
个重构特征样本空间 Xs1，Xs2 和 Xs3，分别对应 3个不

同的特征重建区间；④将原始特征样本空间 X以及

3个重构特征样本空间 Xs1，Xs2 和 Xs3输入到预测模

型中，通过比较得到区间指标，以此作为MBN不确

定度的度量；⑤为了消除随机性的影响，选取区间指

标，在MBN中加入有序量化噪声。

2 实 验

2.1 实验平台搭建

试件选用工程中常用Q235，试件的长×宽×厚

为 340 mm×40 mm×10 mm。拉伸前，将试件在炉

膛内加热至 550℃，冷却 5 h，通过热处理消除残余应

力。试件经除锈剂处理后，再用酸蚀法去除表面氧

化层，确保初始阶段处于无应力状态。采用砂纸对

试件表面进行打磨，以消除加工残余塑性变形对实

验结果的影响。

该实验系统由信号发生器、功率放大器、前置放

大器、数据采集器和上位机模块组成。传感器是自行

研制的U型轭式MBN传感器，由U型轭和采集线圈

组成。U型轭由包有漆包线的硅钢片制成，采集线圈

由包有漆包线的铁氧体铁芯制成，可以对铁磁性材料

进行磁化，接收MBN信号。图 2为实验系统示意图。

在这个系统中，计算机控制信号发生器产生一

个频率为 50 Hz的正弦激励信号，通过功率放大器

放大，最后作用于传感器的励磁线圈，产生交变磁场

磁化试样，材料在重复磁化过程中产生MBN信号。

原始MBN信号由接收线圈接收，经前置放大器放

大后，再由计算机采集。信号发生器输出的原始信

号峰值为 0.097 V，功放的增益为 20 dB，前置功放的

增益为 40 dB，采样频率为 0.5 MHz。周向应力测量

装置如图 3所示。

图 4为测量和标定结果。图 4（a）为无应力状态

下带通滤波后的 MBN信号，这里只显示了 5个波

包。均方根值作为MBN信号的一个特征来标定应

力。实际上，RMS计算中使用了 1 000个 MBN波

包。RMS值的计算公式为

RMS= 1
n∑i= 1

n

L 2i （10）

其中：Li为MBN信号的数据点。

在 RMS计算中确定MBN波包的数量时，需要

考虑在少量 MBN波包情况下仍能获得稳定 RMS
值的能力，以获得较高的检测效率，即在使用机器

学 习 方 法 的 时 候 ，会 遇 到 小 样 本 和 不 确 定 性 的

问题。

2.2 应力标定曲线测量

本研究通过拉伸实验标定了 Q235的 MBN特

征与应力之间的对应关系。在小型拉伸机上，在不

同拉伸载荷下测量拉伸方向的MBN信号。拉伸过

程控制在弹性变形范围内，加载范围为 0~200 MPa，
测量间隔为 10 MPa。为保证拉伸测量时标定数据

的准确性，在相同的拉伸载荷下进行 5次测量，取

平均值作为 MBN 信号。重复拉伸载荷 5 次，将

图 4 测量和标定结果

Fig.4 Measurement and calibration result

图 2 实验系统示意图

Fig.2 Schematic of the experimental system

图 3 周向应力测量装置

Fig.3 Tensile test for measurement of the circumferential
stress
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5次拉伸过程的平均结果作为最终的校准数据。

MBN均方根值与应力的标定曲线如图 4（b）所

示。拟合曲线的表达式为

W= 2 071 362.717l 3 - 546 362.693l 2 +
52 411.771l- 1 694.242 （11）

根据图 4可知，MBN⁃RMS与正应力单调相关，

且曲线并非严格线性。由于其单调性，RMS与应力

之间的一一映射关系仍可通过拟合得到，因此正应

力的幅度可以从 RMS中获得。MBN⁃RMS在正应

力从 0 MPa变化到 200 MPa时，应力测量中的校准

误差从 68.9 mV变化到 107.8 mV。在每一阶段的

测量中，测得的 RMS最大变化为 1.9 mV且发生在

0 MPa 的 应 力 下 ；最 小 变 化 为 0.8 mV，出 现 在

110 MPa的应力下，对应应力标定的最大误差为

13 MPa，最小误差为 3.6 MPa。
为了提高信号特征的鲁棒性，最大化融合效

果，笔者基于贝叶斯概率分析的不确定性和敏感性

方法，对 MBN信号本身的随机性进行建模，用于

应力与MBN信号之间的标定。采用更高效的机器

学习模型，建立MBN信号的多维特征与不同方向

应力之间的映射关系。与确定性应力标定曲线不

同，概率模型标定方法考虑模型参数不确定性分布

的影响，进而预测应力目标函数的分布。现有的概

率方法为表征上述不确定性提供了理论基础。基

于现有的知识、经验或数据，给出模型参数的先验分

布，可以利用贝叶斯推理进行更精确的应力标定。

解释和表征应力标定模型中的不确定性，有助于判

断预测应力值的置信区间，以及估计其他重要参数。

为了验证巴克豪森信号不确定性分析的有效

性，特别是小样本问题，将单个波包从连续的巴克豪

森信号中分离出来，形成更多的样本，并提取 12个
特征形成特征矩阵。不同的应力状态被用作数据集

的标签，从而得到一个重构的特征空间。为了比较

重构空间在度量不确定性方面的优势，采用通用回

归模型比较重构前后的情况，也可以比较模型的预

测效果。笔者使用多元线性回归（multiple linear re⁃
gression，简称MLR）和多层感知器（multilayer per⁃
ceptron，简称MLP）2个模型，使用 4种类型的特征

作为输入来比较结果。

表 1为不同特征空间下不同回归模型的指数对

比。其中：Xorg为原始特征空间中的 12维特征；Xrec
为重构空间中的 12维特征。图 5 为原始和重构特

征空间下的多元线性回归和多层感知机的模型预测

对比。表 1分别比较了原始空间和重建空间中的

RMS特征，将样本分为训练集、验证集和测试集，通

过交叉验证（cross validation，简称 CV）进行验证。

均方根误差（root mean square error，简称 RMSE）和

R2这 2个常用指标分别从均值和方差的角度表示预

测结果的不确定性。这 2个指标的计算结果与图 5
一致，显示了 4个不同的特征（X org，X rec，RMSorg 和
RMSrec）以及 2个回归模型之间的对比。

图 5中，每个应力状态通过 40个测试集进行比

较，从 0~200 MPa，间隔为 10 MPa。可以看出：①
重构特征的不确定性较小；②虽然使用了多维特

征，但在原始特征空间中具有相似的效果，并解释

了 RMS在大多数情况下都有效；③MLR和 MLP
为简单的回归模型，具有相似的性能，但MLP表现

出的不确定性较小。这里将研究限定在观测的不

确定性，即特征的不确定性。通过重参数化采样方

法，可以表征、度量和降低MBN信号的不确定性，

即使用多特征进行应力标定的机器学习模型。在

表 1 不同特征空间下不同回归模型的指数对比

Tab.1 Comparison of two indicators for different
feature space by using two regression models

特征空间

X org
X rec
RMSorg
RMSrec

回归模型

MLR/MLP
MLR/MLP
MLR/MLP
MLR/MLP

RMSE
MLR/MLP

10.024 1 / 9.505 5
6.101 3 / 1.624 4
9.750 7 / 9.447 1
9.621 8 / 9.445 2

R2

MLR/MLP
0.973 2 / 0.974 7
0.989 7 / 0.999 2
0.972 6 / 0.976 6
0.974 1 / 0.976 7

图 5 不同特征空间下的模型预测对比

Fig.5 Prediction comparison of different feature spaces and
models
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随后的应力标定过程中，选择经过训练的MLP模

型，通过使用重建空间中的所有 12维特征输入来

预测应力。

2.3 平面应力测量

单轴拉伸时，采用拉伸试样中心点最大主应力

来验证基于三方向MBN选择的平面内最大主应力

的求解方法。由于实验的试样只受到一个方向的拉

应力，因此参考该拉应力来确定试样上测量区域的

平面应力张量，不需要使用其他测量方法。在拉伸

实验过程中的每个应力状态下，测量周向MBN信

号的分布，如图 6所示。测量从 0°位置开始，按照

图 6所示的旋转方向以 5°间隔进行到 180°位置。由

于 U型轭的对称性，从 180°到 360°是通过 0°到 180°
的测量结果获得的。最大主应力方向为 90°（270°），

与拉伸方向一致。最大主应力是通过选择几组不同

角度的MBN信号求解获的。接下来，笔者将验证

起始角度的选择以及 3个方向之间的夹角与平面应

力的影响规律。

3 结果与讨论

为了验证该方法的可行性，在不同应力状态下，

选取 30°，90°和 150°这 3个方向的MBN信号，并将相

应的 RMS值代入标定曲线，得到应力值，使用式（2）
求解最大主应力。常规标定曲线下的应力求解结果

如表 2所示。可以发现，当应力值较小时，最大主应

力的方向误差较大。这是因为当应力很小时，磁各

向异性也很小。同时也可看出，虽然最大主应力在

低应力状态下的最大误差仅为 11 MPa，但与高应力

状态相比，误差也很大。除上述原因外，还受MBN
仪器系统误差以及标定曲线误差±10 MPa的影响。

因此，在低应力状态下，结果误差相对较大。以上结

论可以从磁晶和应力各向异性的角度来解释：当材

料本身占主导地位时，磁晶各向异性主要表现在低

应力状态；随着应力增加，应力各向异性成为影响易

磁化轴方向的主要因素。当应力较高时，易磁化轴

方向就是应力的方向，当应力大于 50 MPa时，最大

主应力的大小和方向误差大大减小，最大幅值误差

为 5 MPa，最大方向误差为 5°，且随着应力的增加，

求解误差相对稳定。最小主应力值的结果如表 2所
示，其误差较大，最大值为 33 MPa。但是，实践中只

涉及最大主应力，而没有特别注意最小主应力，因此

这里不再考虑。

表 3为贝叶斯标定模型下的应力求解结果，获

得了相同的误差。可以看出，贝叶斯标定模型可以

减小幅值和方向的误差，特别是在低应力状态下。

进一步研究了 3个方向的相对关系，并在整个

平面上进行测量，即当 3个方向之间的角度保持不

变时，研究起始角度对最大主应力结果的影响。

图 1显示了 3个求解方向的相对关系，用 2种情况来

说明均匀分布和非均匀分布。图 7为不同加载情况

下应力值的周向分布对比。应力在 10，20，30，50，
80，120，150和 180 MPa沿 90°和 270°拉伸方向的周

向分布，并在 0°~180°范围内进行测试。理论值即

图 6 周向MBN信号测量示意图

Fig.6 Diagram of circumferential MBN measurement

表 2 常规标定曲线下的应力求解结果

Tab.2 Verification of stress solution method using
conventional calibration curve

应力/
MPa
10
20
30
40
50
60
70
80
90
100
110
120
130
140
150
160
170
180
190
200

σ1/MPa

21
24
34
41
52
64
74
82
93
104
114
123
132
142
152
163
175
178
189
202

σ2/MPa

13
17
16
19
21
21
22
27
28
29
33
32
32
32
32
30
33
32
28
28

σ1幅值误
差 /MPa
11
4
4
1
2
4
4
2
3
4
4
3
2
2
2
3
5
2
1
2

σ1方向误
差/(°)
51
25
8
7
4
5
4
3
2
1
2
0
0
1
1
1
5
3
2
5
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为经典平面应力分布的理论结果；RMS为使用常规

标定曲线的MBN单一特征；原始特征为使用贝叶

斯标定模型得到的MBN多特征；重构特征也是由

贝叶斯标定模型得到，并使用特征重建方法提高特

征的鲁棒性。从图 7可以看出，MBN通过标定测量

的圆周应力与理论值一致，尤其是在高应力状态

下。因此，无论是标定曲线还是标定模型、单一特征

还是多维特征，都证明了该测量方法的有效性。然

而，在低应力状态下，由于材料的残余应力和各向异

性，传统测量结果的不确定性较大。贝叶斯标定模

型重建的多特征方法表现出更好的回归效应，降低

了 10，20和 30 MPa的不确定性，即贝叶斯标定模型

的误差比传统标定误差小，在最大主应力求解过程

中会进一步定量分析。

3.1 非均匀分布夹角的结果

角度分布不均匀时，φ1，φ2会有很多情况，选择

50°和 100°，40°和 80°，30°和 60°这 3组进行研究。可

以发现，即使应力值较大（≥50 MPa），当 3个方向不

均匀时，最大主应力的误差也很大，当 φ2为 100°时，

φ1为 50°，最大误差为 36 MPa。随着 φ1，φ2变小，最

大主应力的幅值误差变大，最大达到 110 MPa，且最

大主应力的方向误差也增大。这是由于随着 φ1和

φ2的减小，尤其是当 3个已知方向接近或等于 0°时，

应力分布信息会变少。可见，3个方向的非均匀分

布不适合求解最大主应力。

3.2 均匀分布夹角的结果

不同标定方法对比的不同夹角下应力误差分布

如图 8所示。3个方向均匀分布，φ1，φ2分别为 60°和
120°。可以发现，当应力值较大（≥50 MPa）时，最

大主应力的幅值误差最大为 20 MPa，最大方向误差

为 10°。当使用 0°，60°和 120°作为 3组测量方向时，

最大主应力的误差最大。这是因为已知的应力方向

垂直于最大主应力方向（90°），这会引入更多不相关

图 7 不同加载情况下应力值的周向分布对比

Fig.7 Circumferential distribution of stress under different load compared

表 3 贝叶斯标定模型下的应力求解结果

Tab.3 Verification of stress solution method using
Bayes⁃Calibration model

应力/
MPa
10
20
30
40
50
60
70
80
90
100
110
120
130
140
150
160
170
180
190
200

σ1/MPa

10
18
28
39
49
59
67
73
84
98
108
115
126
134
152
159
170
174
185
200

σ2/MPa

1
2
2
5
9
11
17
19
24
23
25
28
30
30
30
33
40
41
40
41

σ1幅值误
差/MPa
1
2
2
1
1
1
3
7
6
2
2
5
4
6
2
1
0
6
5
0

σ1方向误
差 /(°)
22
20
8
1
4
1
3
2
1
1
2
0
0
1
1
1
3
2
2
6
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信息。实际上，使用的 3个方向将不可避免地包含

垂直于最大主应力的方向。因此，当 3个方向均匀

分布时，最大主应力幅值误差在 20 MPa以内，方向

误差在 10°以内。

3.3 标定精度对平面应力状态估计的提升

根据贝叶斯标定方法，使用重建特征表征应力

状态。与单一特征均方根值相比，当起始角度不同

时，重建特征在 0~200 MPa几乎所有应力状态下具

有较小的误差带。本节仅在均匀分布情况下做了测

试，进一步证实了均匀分布可以更好地求解平面应

力，特别是在低应力情况下，所有重建特征误差小于

单一特征误差。这与文献［28］一致，即角度对各向

异性的影响分为 2个阶段：①以 0~85.2 MPa的磁晶

各向异性为主；②以 85.2~213 MPa的应力各向异

性为主。通过机器学习模型得出同样的结论：材料

在 低 应 力 状 态 下 的 原 始 状 态 可 能 存 在 差 异 。

图 8（d）为最大主应力方向误差，单一特征和重建特

征几乎具有相同的误差带，但重建特征在低应力状

态下具有更好的性能。通过图 8可以看出，幅值误

差带可以从 20 MPa降低到 10 MPa，方向误差带可

以从 50 MPa拓展到 40 MPa。低应力状态的精度可

以反映样本的原始差异，特别是在磁各向异性的情

况下。只有消除磁各向异性的影响，才能反映出真

实的应力状态。

3.4 误差分析

由上述分析可知，笔者提出的求解方法最适合

的求解方式是均匀分布，而贝叶斯标定模型可以有

效地降低不确定性。

对 6组不同的求解方向组合进行求解误差的理

论分析。在 50，100，150和 200 MPa的应力下，对每

组 3个求解方向在理论应力值的基础上，分别在 1个
方 向 、2 个 方 向 、3 个 方 向 人 为 地 引 入 10 MPa，
20 MPa，30 MPa 的误差，来评估求解误差情况。

图 9为不同应力状态下的应力误差。

从 图 9 可 以 看 出 ，1 个 方 向 和 3 个 方 向 引 入

10 MPa，20 MPa和 30 MPa的误差，会给求解的最

大主应力带来最大 10 MPa，20 MPa和 30 MPa的误

差，而 2个方向引入 10 MPa，20 MPa和 30 MPa的误

差，则会给求解的最大主应力带来最大 13 MPa，
27 MPa和 40 MPa的误差，且误差不会随着载荷应

力的变化而变化。即若测量系统、标定曲线本身存

在 10 MPa，20 MPa或 30 MPa的误差，会给求解的

最大主应力带来最大 13 MPa，27 MPa或 40 MPa的
误差。计算可知，若用于求解的 3个已知应力存在

一定的误差，则会造成求解结果的最大误差为已知

误差的 130%~135%。此外，在求解的最大主应力

方向上，3个方向引入相同误差，不会造成求解的最

大 主 应 力 的 方 向 误 差 ，而 1 个 或 2 个 方 向 引 入

图 9 不同应力状态下的应力误差

Fig.9 Theoretical error under different stress states

图 8 不同标定方法对比的不同夹角下应力误差分布

Fig.8 Stress error distribution under different included angles
compared with different calibration methods
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10 MPa，20 MPa和 30 MPa的误差，会导致求解的

最大主应力的最大方向误差相同，且随着载荷应力

的增加而减少，规律性较强。

4 结束语

针对磁巴克豪森测量平面应力工程应用中存在

的测量效率和精度的 2个关键问题，提出了一种三

角度磁巴克豪森测量平面应力方法和一种贝叶斯标

定模型方法。与传统周向MBN分布法 360°旋转探

头测量相比，三角度法只需测量 3个角度 MBN信

号，极大地提高了测量效率和工程可实施性。为了

克服标定不确定性，特别是在低应力状态下，比较了

使用贝叶斯定理和变分推断的标定方法，表明贝叶

斯标定模型可以进一步减小幅度误差，将方向误差

带扩展到低载荷区域。

实验证明了三角度磁巴克豪森法测量平面应力

的有效性。当 3个测量方向应均匀分布，即相互间呈

60°角时，求解结果稳定，误差最小，可实现主应力值

测 量 误 差 不 大 于±10 MPa、方 向 测 量 误 差 不 大

于±5°。实验表明，标定过程对测量结果有很大影

响。原始 MBN ⁃RMS应力标定曲线的最大误差

为±6.5 MPa，可能造成的最大误差为±9 MPa。通

过建立重构空间来克服点估计问题，贝叶斯标定模型

得到的回归 R 2为 0.999 2，实现了更高的标定精度，可

以进一步将幅值误差降低到±5 MPa以下，并将方向

测量的±5°误差带扩展到 40 MPa的低应力区。
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