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摘要 获取动应力谱是对车辆结构进行疲劳分析的重要前提，其分析结果的准确性受动应力谱的完整性和充分性

的影响。在保留载荷的概率分布特征的前提下，有必要将动应力测试数据从小样本外推至大样本。对转向架构架

的应力谱外推和疲劳寿命评估进行了研究，并以某地铁转向架测点为分析案例。首先，对二维核密度估计（kernel
density estimation，简称 KDE）中最优带宽的确定方法进行了讨论；其次，提出了采用矩阵型灰色关联度分析方法对

外推前后的雨流矩阵的接近性关联度与相似性关联度进行量化评价；最后，提出基于多样本核密度动应力谱外推的

疲劳寿命评估方法。结果表明：与基于实测数据的评估结果相比，基于核密度外推的疲劳寿命评估结果的相对误差

为-4.17%，安全运营里程减少了 2.13×104 km。基于核密度估计的外推精度满足工程实践的要求，且评估结果更

偏于安全，对保证车辆安全运营十分有益。
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引 言

动应力谱作为疲劳寿命评估的基础，其完整性

与充分性会直接影响评估结果的准确性［1］。然而，

由于测试成本高、难度大，轨道车辆的动应力采集都

是小样本数据采集［2］。传统基于小样本数据的疲劳

寿命评估方法相当于是对小样本数据进行了线性外

推，然而简单的线性外推既不能充分体现载荷的概

率分布特性，也未能预测结构在长时服役中可能出

现的较大载荷值，使基于短时载荷下的疲劳评估结

果难以反映结构在长时载荷下的抗疲劳服役性能。

因此，开展载荷外推技术的研究十分重要。在现有

的外推方法中，时域外推法与核密度外推法均能实

现载荷的频次与幅值的外推［3‑4］。其区别在于，时域

外推法可以保留原载荷顺序，但计算效率不高［5］。

由于通常不考虑载荷顺序对疲劳分析结果的影响，

相比之下，分析效率高、理论清晰的核密度外推法得

到了广泛应用。

Sliverman［6］将核密度的思想引入样本外推理

论。文献［7‑8］将核密度外推理论推广至载荷谱的

预测与编制。Wang等［9］结合核密度外推模型对不

同运行工况下的半轴实测载荷时间历程进行了外

推。陈道云等［10］应用核密度估计理论对列车关键部

位动应力实测数据进行处理，获得与实测曲线总体

走势一致的估计谱。Ma等［11］基于扩散的核密度估

计方法，获得列车转向架构架的载荷谱分布，且与实

际分布接近。宋清椿等［12］应用该理论进行了农业机

械结构载荷谱的编制及疲劳寿命预测。Wu等［13］应

用核密度估计方法对多样本载荷历程进行外推，得

到更符合实际载荷情况的外推结果。上述研究中，

对于核密度外推前后的载荷谱的关联性的评价始终

偏于主观，缺乏系统性分析。另外，对于二维核密度

外推问题应该采用二维的关联性分析方法。因此，

二维核密度外推优度的量化评价方法有待补充。

笔者基于核密度估计理论，以某构架转臂定位

安装座焊缝附近某测点为分析案例，对应力谱外推

与疲劳寿命评估开展研究。

1 理论分析

1.1 核密度估计

核密度估计是用以描述随机变量分布特征的概

率统计理论［14］。设 Xi（i=1，2，…，n）为实测样本，则

任意点 x的核密度估计函数为
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f ̂ ( x )= 1
nh∑i= 1

n

K ( )x- Xi

h
（1）

其中：n为样本数；h为固定带宽；K（·）为核函数，表

示的是影响范围 x∈（Xi－h，Xi＋h）内数据点 x到中

心点 Xi之间的距离与概率权重大小的关系。

由式（1）可知，核函数 K（·）与带宽 h是核密度

估计的重要元素。常用的核函数有矩形核、高斯核

以及 Epanechikov核等。研究表明，带宽固定时，基

于不同核函数的估计结果差别不大［15］。笔者选择

Epanechikov核进行研究，可表示为

K ( x )=
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

2
π ( )1- x2 ( x2 ≤ 1 )

0 ( x2 > 1 )
（2）

1.2 最优固定带宽

带宽 h是影响核密度估计精度的关键参数［16］。

采用积分均方误差（mean integrated square error，简
称MISE）来综合评价拟合概率密度分布 f ̂ ( x )与真

实概率密度分布 f（x）的误差，即

α= E é
ë
êêêê∫ ( f ̂ ( x )- f ( x ) ) 2 dxùûúúúú=

E
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê∫ ( 1nh∑i= 1n K ( )x- Xi

h
- f ( x ) ) 2 dxù

û

ú
úú
ú
ú
ú
=

β+ o ( )1nh + o ( )h4 ( 3 )

其中：α为积分均方误差计算值；E（·）为数学期望

值；β为渐近积分均方误差（asymptotic mean inte‑
grated square error，简称 AMISE）计算值；o（·）为残

余高阶项。

在实际应用中一般舍去高阶项，则渐近积分均

方误差可表示为

β= h4

4 (∫ x2 K ( x ) dx) 2∫ f ″( x )2 dx+ 1
nh ∫K 2 ( x ) dx

（4）
当 β取最小值时，表示拟合误差最小。对式（4）

取关于 h的导数，并令其等于 0，可解得最优带宽

hopt，表示为

hopt =
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（5）

由于实际概率密度函数 f（x）未知，式（5）中的

∫ f ″( x )2 dx无法直接求得。基于不同的 ∫ f ″( x )2 dx
确定方法，最优固定带宽的计算方法有交叉验证法

（cross validation，简称CV）［17］、拇指法（rules‑of‑thumb，
简 称 ROT）［18］和 L 阶 直 接 插 入 法（l‑stage direct
plug‑in，简称 LDPI）［19］。笔者基于这 3种最优固定

带宽确定方法进行研究与对比。

1.3 自适应带宽

实际应用中，由于固定带宽 h的适应性较差，因

此引入带宽自适应因子 λi

λ i =
é

ë

ê
êê
ê
ê
êp ( )Xi ∏

i= 1

n

p ( )Xi

ù

û

ú
úú
ú
-0.5

（6）

p (Xi)= bi ∑
i= 1

n

bi （7）

其中：bi，p ( Xi )为数据点 Xi出现的次数和概率。

将式（8）代入式（1），得到自适应带宽的概率密

度分布函数的表达式为

f ̂ ( x )= 1
nhλi∑i= 1

n

K ( )x- Xi

hλi
（8）

将上述一维核密度估计理论推广至二维，即为

雨流矩阵估计。f ̂ ( x；H )的概率密度表达式为

f ̂ ( x；H )= 1
n∑i= 1

n

| H |-
1
2 K é

ë
êêêê

ù
û
úúúúH

-12 ( x- X i ) （9）

其中：x，Xi分别代表数据点（x，y）、核中心点（Xi ，

Yi）；H代表二维带宽矩阵
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú( λi h )2 0

0 ( λi h )2
。

设定相应的外推倍数，对核密度估计所得的概

率密度函数进行蒙特卡洛模拟，可获得外推后的雨

流矩阵。

2 矩阵型灰色关联度

灰色关联度分析的基本思想是根据 2组序列曲

线的几何形状来判断不同序列之间的联系是否紧

密［20］。通过 2个指标来描述 2组序列曲线（曲面）的

关联度：①接近性关联度，用于表征 2组序列在数值

上的接近程度；②相似性关联度，用于表征 2组序列

在变化趋势上的相似程度。

与一维灰色关联度分析对象不同，外推前后的

雨流矩阵为二维的。对 2个矩阵之间的关联度分析

与评价称作矩阵型灰色关联度分析。

2.1 接近性矩阵与相似性矩阵

设矩阵 Zi，Zj分别为
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Z i=

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷
zi ( 1，1 ) zi ( 1，2 ) ⋯ zi ( 1，n )
zi ( 2，1 ) zi ( 2，2 ) ⋯ zi ( 2，n )
⋮ ⋮ ⋮

zi (m，1 ) zi (m，2 ) ⋯ zi (m，n )

（10）
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其中：i，j表示随机样本的标号。

对序列进行无量纲化，使其数量级相近，则需通

过算子 D对系统行为特征映射量进行处理。这里

采用均值化变换方法，即
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（12）

zt ( x，y )= z ( x，y )d= z ( x，y ) 1
mn∑x= 1

m

∑
y= 1

n

z ( x，y )

（13）
其中：m，n为矩阵的行数和列数；z（x，y）为矩阵的

第 x行、第 y列的元素；zt（x，y）为均值化变换后的矩

阵第 x行、第 y列的元素。

根据式（12）和式（13），均值化变换后的矩阵表

示为 Zi t，Zj t，且矩阵的几何特征如图 1所示（以局部

5×5维度矩阵为例说明）。其中：AB（DC）表征矩

阵第Ⅰ维度；AD（BC）表征矩阵第Ⅱ维度。对于接

近性关联度分析，则关注 AiAj，BiBj，CiCj，DiDj的空

间距离关系；对于相似性关联度分析，则关注AiBi与

AjBj，BiCi 与 BjCj，CiDi 与 CjDj，DiAi 与 DjAj 的 斜 率

关系。

具体分析如下：令 eij（x，y）=zit（x，y）-zjt（x，y），

其中：x=1，2，…，m；y=1，2，…，n。得到矩阵 Zi t与

Zj t的接近性矩阵 eij为

e ij= Z t
i - Z t
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（14）

令 ΔziⅠ（x，y）=zit（x+1，y）-zit（x，y），ΔzjⅠ（x，
y）=zjt（x+1，y）-zjt（x，y），ΔeijⅠ（x，y）=ΔziⅠ（x，
y）-ΔzjⅠ（x，y），其中：x=1，2，…，m-1；y=1，2，…，

n。设矩阵中 2个相邻元素的间距为 1，可得矩阵 Zi t

与 Zj t在第Ⅰ维度的相似性矩阵 ΔeijⅠⅠ为
ΔeⅠij =ΔZ Ⅰ

i -ΔZ Ⅰ
j =
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令 ΔziⅡ（x，y）=zit（x，y+1）-zit（x，y），ΔzjⅡ（x，
y）=zjt（x，y+1）-zjt（x，y），ΔeijⅡ（x，y）=ΔziⅡ（x，
y）-ΔzjⅡ（x，y），其中：x=1，2，…，m；y=1，2，…，

n-1。得到矩阵 Zit与 Zjt在第Ⅱ维度的相似性矩阵

ΔeijⅡⅡ为
ΔeⅡij =ΔZⅡi -ΔZⅡj =
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2.2 接近性关联度与相似性关联度

根据上述接近性矩阵 eij与第Ⅰ维度的相似性矩

阵 ΔeijⅠⅠ、第Ⅱ维度的相似性矩阵 ΔeijⅡⅡ，求解矩阵 Zit

与 Zjt的接近性关联度与相似性关联度。

εij为基于矩阵 2范数的接近性关联度，公式为

εij= 1 ( )1+ e ij 2
（17）

μij为基于矩阵 2范数的相似性关联度，公式为

μij= 1 é
ë
êêêê ù

û
úúúú1+ 0.5 ( ) ΔeⅠij 2

+ ΔeⅡij 2
（18）

其中： e ij
2
= λmax ( eTij ⋅ e ij )；

 ΔeⅠij 2
= λmax ( ( ΔeⅠij )T ⋅ ΔeⅠij )；

 ΔeⅡij 2
= λmax ( ( ΔeⅡij )T ⋅ ΔeⅡij )。

接近性关联度 εij与相似性关联度 μij具有以下性

质：①规范性：0＜εij≤1，0＜μij≤1；εij计算值越大，表

明矩阵 Zi与 Zj的数值越接近；μij计算值越大，表明矩

阵 Zi与 Zj的形状越相似。②平移变换影响：εij不仅

图 1 矩阵几何特征

Fig.1 Geometric characteristics of matrix
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与矩阵 Zi与 Zj的形状有关，还与其所处的空间位置

有关；μij仅与矩阵 Zi与 Zj的形状有关，平移变换并不

能改变的 μij值。

3 案例分析

如图 2所示，笔者以某转向架构架转臂定位安装座

焊缝附近某点的实测动应力信号为研究对象，验证基

于核密度估计的外推方法与灰色关联度分析方法。

3.1 信号采集与前处理

为了获得转臂定位安装座的抗疲劳使用性能，

对测试点附近进行清洗与打磨，并粘贴应变片。运

行中产生的动应变信号通过机箱与电脑完成采集。

最后，将所测动应变信号转为动应力信号。

对于轨道车辆来说，随着车轮踏面粗糙度的增

加，车辆的振动水平也随之上升［21］。若以车轮镟修初

期的动应力测量结果进行疲劳寿命评估会偏于危险，

反之又会偏于保守。因此，最理想的是基于整个镟修

周期测量结果进行的应力谱外推与疲劳寿命评估。

然而，轨道车辆全镟修周期为 20×104 km~
30×104 km，整个镟修周期的动应力跟踪测试难度

太大、成本太高。因此，本测试方案考虑对该测点进

行每 6×104 km一次的动应力测试，共 3次。工况为

车辆正常运营，速度等级在 120 km/h~160 km/h，
不中途停车。采样频率为 2 560 Hz，获得代表该测

点在镟轮初、中、末期的 3组动应力时域信号。对应

力信号进行前处理，消除噪声、零漂与奇异点的影

响。图 3为动应力时域信号，表明该测点在 A站与

B站之间一个来回的动应力信号，约为 166 km。

3.2 多样本雨流矩阵

通过对图 3所示的动应力时域信号进行雨流计

数，得到镟轮前、中、末期的雨流矩阵，如图 4所示。可

以看出，在一个镟轮周期内，动应力变化范围随着运

营里程的增加而扩大。这表明车辆转向架构架的受

力环境会随着车轮踏面磨耗的增加而越来越恶劣。

图 2 转臂定位座局部图

Fig.2 Partial diagram of the rotary arm positioning seat

图 3 动应力时域信号

Fig.3 Time domain signals of dynamic stress
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将镟轮初期、中期、末期的数据进行等权重组

合，组合后的雨流矩阵如图 4（d）所示，代表结构在

一个镟轮周期受力特征的应力谱。

3.3 核密度外推与检验

根据核密度理论，选择 3种最优固定带宽的分

析方法：交叉验证法、拇指法、L阶直接插入法分别

对图 4（d）进行 100倍外推。应用矩阵灰色关联度分

析理论对基于上述 3种外推方法下、外推前后的雨

流矩阵的灰色关联度进行分析与对比。

表 1为基于 3种外推方法下的灰色关联度分析

结果，其灰色接近性关联度几乎一致。这表明：从外

推前后矩阵的灰色接近性的角度来看，3种方法均

适用；从外推前后矩阵的灰色相似性关联度的角度

来看，基于 L阶直接插入法外推前后矩阵的灰色相

似性关联度最高，而交叉验证法与拇指法则的灰色

相似性关联度分别降低了 7.33%和 13.3%。因此，

综合考虑外推前后数据的接近性与相似性，采用基

于 L阶直接插入法的固定带宽确定方法最好。

笔者选择该最优带宽确定方法对应力数据进行

核密度外推与疲劳寿命研究。核密度外推后的初

值‑终值雨流矩阵如图 5所示。为分析该转臂定位安

装座焊缝测点的抗疲劳服役性能，设计了 4个外推方

案进行对比：① 对镟轮前期的动应力数据进行 300
倍核密度外推，如图 5（a）所示；② 对镟轮中期的动应

力数据进行 300倍核密度外推，如图 5（b）所示；③ 对

镟轮末期的动应力数据进行 300倍核密度外推，如图

5（c）所示；④ 对组合后的雨流矩阵进行 100倍核密度

外推，如图 5（d）所示。上述 4个外推方案的动应力谱

所对应的运营里程一致，以便后续进行疲劳分析与

比较。当然，外推倍数可根据实际情况进行设置。

例如：将车辆的全寿命里程除以跟踪测试的里程，可

得到对应于全寿命里程的外推倍数。由于计算量较

大且方便作图比较，此处以外推 300倍为例。由图 5
可以看出，镟修前、中、后期的动应力雨流矩阵的分

布云图差异明显。图 4 初值-终值雨流矩阵

Fig.4 From-to rain-flow matrix

表 1 灰色关联度分析结果

Tab.1 Gray incidence degree analysis results

方法

CV
ROT
LDPI

接近性关联度

0.140
0.142
0.141

相似性关联度

0.130
0.139
0.150
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根据外推后的雨流矩阵绘制外推后的动应力

谱，如图 6所示。可看出，相比于外推前的幅值频次

曲线，外推后的幅值频次曲线更平顺，表明其完整性

更好。基于该测点在镟修前、中、后期的动应力核密

度外推结果在幅值、频次上差异较大，因此仅以其

中一个样本数据进行疲劳寿命评估，评估结果将缺

乏充分性。

3.4 疲劳寿命评估

根据图 6所得的外推 300倍的动应力谱进行疲

劳损伤计算。基于 Palmgren‑Miner线性损伤准则，

其累积疲劳损伤的计算式为

D=∑
i= 1

N ni
Ni
=∑

i= 1

N ni( )Δσi
C

=∑
i= 1

N ni
N 0 ( ΔσiΔσ0 )

m

（19）

外推 300倍后的动应力谱对应的运营里程为

49 800 km（166 km×300），则安全运营里程计算

式为

L= D tot

D
l （20）

其中：D为应力谱对应的累积疲劳损伤；Δσi为应力

范围，即 Δσi=σmax-σmin；ni为应力范围 Δσi的实际循

环次数；N为分析样本总共的循环次数；Ni为应力范

围 Δσi对应的疲劳极限循环次数；C，m为 S‑N曲线的

常系数；Dtot为疲劳失效时的总损伤，Dtot=1；L为总

运营里程寿命（km）；l为样本动应力信号对应的运

营里程（km）。

对于构架这类典型的焊接结构，参照 BS 7608—
2015 焊接结构疲劳分析规范，考虑其为 F级［22］。当

双对数 S‑N曲线拐点处的循环次数N0=107时，对应

的疲劳应力范围 Δσ0=40 MPa，且系数 m=3，代入

式（19）和式（20），可得安全运营里程寿命。

表 2为基于 4种应力谱外推方案的疲劳寿命评估

结果对比。结果表明，基于镟轮初期、中期和末期的

寿命评估结果相差较大。例如，基于镟轮初期的疲劳

寿命评估结果是基于镟轮末期的 2.5倍，结论偏于危

险，相反又过于保守。因此，基于集中在某一时间段

内的数据进行疲劳分析不能充分反映实际情况。

基于原始组合数据的疲劳寿命评估结果为

51.17×104 km，相当于是对初始应力谱做了线性外推。

与之相比，基于镟轮前期（图 5（a））、中期（图 5（b））的

矩阵外推结果所计算的安全运营里程寿命增大了

图 5 核密度外推后的初值-终值雨流矩阵

Fig.5 From-to rain-flow matrix after KDE extrapolation

图 6 外推后的动应力谱

Fig.6 Dynamic stress spectrum after extrapolation

表 2 基于 4种应力谱外推方案的疲劳寿命评估结果对比

Tab.2 Comparison of fatigue life assessment results
based on four extrapolation schemes of dy⁃
namic stress spectrum

评估结果

疲劳寿命/104 km

相对误差/%

方 案

初期

75.35

47.27

中期

56.55

10.53

末期

30.24

-40.89

组合

49.03

-4.17
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47.27%和 10.53%，评估结果偏于危险。基于镟轮

末期（图 5（c））的矩阵外推结果计算的安全运营里

程寿命减少了 40.89%，评估结果过于保守。

常用的线性外推只能反映某个时间片刻内的载

荷分布情况，与实际情况不符。核密度应力谱外推

能预测到一些在测试过程中未检测到、出现概率比

较低、但对疲劳损伤贡献较大的载荷。经计算，基于

核密度外推后的组合雨流矩阵（图 5（d））评估所得

的安全运营里程减少了 4.17%，安全运营里程寿命

减少了 21 316 km，其结果更偏于安全，对保证车辆

结构运营安全有益。

4 结 论

1）对核密度估计中 3种最优带宽的确定方法进

行对比研究。结果表明：从外推前后矩阵的灰色接

近性角度来看，3种方法的外推结果差异不大；从外

推前后矩阵的灰色相似性关联度的角度来看，基于

L阶直接插入法外推前后矩阵的灰色相似性关联度

最高。

2）基于镟修前、中、后期的动应力核密度外推

结果在幅值、频次上存在较大差异，这表明基于集中

在某一时间段内的数据进行疲劳分析不能充分反映

真实情况。

3）相比基于线性外推的疲劳评估结果，基于组

合雨流矩阵核密度外推结果的安全运营里程减少了

4.17%，安全运营里程寿命减少了 21 316 km。因

此，基于核密度估计的多样本应力谱外推的疲劳寿

命评估更符合实际、偏于安全。
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