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有限元修正吊杆端部效应的振动频率法
∗
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摘要 为提高振动频率法对两端带连接杆的吊杆力测量精度，提出了基于有限元的频率法索力修正方法。考虑了

连接杆长度、刚度引起的吊杆基频误差，并由此分析其对频率法计算吊杆力的影响。利用ABAQUS建立吊杆振动

有限元模型，变化连接杆与吊杆的长度比、刚度比，通过 PYTHON对有限元结果进行拟合，引入了索力调整系数。

采用所提方法和传统振动频率法及文献［6］方法对潇河大桥的 8根吊杆力进行计算，结果表明：该方法可以有效减

小索力误差，提高振动频率法索力计算精度。
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引 言

系杆拱桥属于高次超静定结构，吊杆力对结构

的影响很大，吊杆力的变化会导致主梁和拱肋的内

力及线形发生改变。在吊杆的施工张拉过程中须准

确地对吊杆力进行控制，确保系杆拱桥结构的安全

及施工控制［1］的顺利进行。目前，测量吊杆力的方

法主要分为压力传感器法、频率法［2‑4］、油压表读数

法和电磁法，频率法是现阶段桥梁工程应用中最为

广泛、便捷、经济的方法。频率法是利用测得的振动

频率来计算吊杆力，对于跨径较大、拉索较长的斜拉

桥，拉索的边界条件［5‑7］对振动法测索力的精度影响

较小，将测得的频率代入拉索振动方程计算索力时

往往比较准确。对于系杆拱桥，由于其吊杆较短，不

可忽略自身抗弯刚度等［8‑9］对索力的影响。此外，当

吊杆两端具有较长的连接杆时，连接杆的长度、刚度

的变化都会对其振动频率产生较大的影响［10］。此

时，不能将吊杆简化为等容重、等刚度的计算模

型［11‑12］，需重新将吊杆构建为三段式的模型［13］。笔

者通过改变连接杆的刚度和长度，即吊杆与连接杆

的刚度比、长度比，利用 ABAQUS建立吊杆振动有

限元模型，分别在不同吊杆预应力的作用下研究了

它们对吊杆振动频率的影响。最后，考虑长度比、刚

度比引起的索力误差，利用 PYTHON对有限元结

果进行非线性拟合，对频率法索力计算公式进行修

正，给出了索力的快速计算方法，并结合实际工程，

验证了该方法的有效性。

1 有限元模型结果与分析

利用 ABAQUS建立两端铰接的吊杆振动计算

模型，如图 1所示。其中：Li为吊杆中间段长度；Ld
为连接杆长度；EiIi为吊杆中间段抗弯刚度；EdId为
连接杆抗弯刚度。

考虑到吊杆较短及抗弯刚度对其自振频率的影

响，吊杆全长采用 wire梁单元模拟。吊杆中间段和

连接杆之间绑定连接，取吊杆总长为 30 m，吊杆中

间段刚度为定值，基本参数如表 1所示。Fe表示吊

杆预应力，采用降温法来模拟，即保持吊杆在降温时

产生的应变等同于其在预应力下的应变。设定 2个
变量 Il=2Ld/Li，Ie=EdId/EiIi，其中：Il为连接杆与中

间段的长度比，在模拟不同长度比时取吊杆总长

30 m不变；Ie为刚度比，变化连接杆的刚度来实现不

同的刚度比；f为吊杆基频。模拟不同 Fe情况下 f随
Il变化时，取 Ie=10；模拟不同 Fe情况下 f随 Ie变化时，

取 Il=0.15。图 2为吊杆有限元模型。

图 1 吊杆实际计算模型

Fig.1 Actual calculation model of suspender
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图 3为基频随长度比和索力的变化曲线。图 3
（a）为不同索力下基频随长度比的变化曲线图。从图

中可以看出，在同一索力下，吊杆基频随长度比递增，

呈线性增长趋势。当索力为 0时，曲线斜率为 0，基频

对长度比的变化不敏感；但随着索力的提高，基频随

长度比递增加快。这表明索力越大，长度比对基频的

影响越显著。当索力增至 3 000 kN时，吊杆基频从

4.72 Hz增至 5.21 Hz，提高了 10.32%。图 3（b）为不

同长度比下基频随索力的变化曲线图。从图中可以

看出，在同一长度比下，吊杆基频随着索力递增，增速

在减小，表明索力越大，提高索力对基频的影响越小。

图 4为基频随刚度比和索力的变化曲线。图 4
（a）为不同索力下基频随刚度比的变化曲线图。从

图中可以看出，在同一索力下，刚度比从 1增至 5时，

吊杆基频随刚度比递增较快，该段内吊杆基频对刚

度比变化敏感；刚度比增至 5后，曲线趋向平缓。索

力为 0时，曲线平直，随着索力的提高，刚度比在 1至
5变化时，吊杆基频随刚度比递增加快，表明索力越

大 ，刚 度 比 对 基 频 的 影 响 越 显 著 。 索 力 提 高 到

3 000 kN后，吊杆基频从 4.67 Hz增至 5.01 Hz，提高

了 7.28%。图 4（b）为不同刚度比下基频随索力的变

化曲线图。从图中可以看出，当刚度比大于 5时，曲

线几乎重合，表明刚度比的变化不影响索力对基频

的效果，这是因为吊杆刚度主要由预应力提供，自身

刚度贡献很小。

从图 5可以看出，长度比会影响刚度比对基频

的效果。长度比越大，刚度比对基频影响越显著，基

频随刚度比变化幅度越大。当刚度比小于 5时，其

变化会显著影响长度比对基频的效果，刚度比大于

图 5 Fe=1 000 kN时 f随 Ie及 Il的变化

Fig.5 f changes with Ie and Il when Fe=1 000 kN

图 2 吊杆有限元模型

Fig.2 Finite element method modle of suspender

表 1 吊杆中间段基本参数

Tab.1 Basic parameters of middle section of sus⁃
pender

弹性模量/（N•m-2）

2×1011
面积/mm2

4 775
每延米重/(kg•m-1)

37.27

图 4 f随 Ie及 Fe变化曲线

Fig.4 f changes with Ie and Fe

图 3 f随 Il及 Fe变化曲线

Fig.3 f changes with Il and Fe
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5时，影响不大。变化长度比和刚度比，基频从 2.71
增至 3.09，提高了 14.02%，这将对频率法计算索力

产生很大误差，需修正长度比、刚度比带来的影响。

2 频率法索力计算公式的修正

2.1 频率法简介

根据弦振理论可得拉索的振动方程为

EI
∂4 y
∂4 x

+ m
∂2 y
∂2 t
- T

∂2 y
∂2 x

= 0 （1）

其中：EI为拉索的抗弯刚度；y为拉索的振动位移；T
为拉索索力；m为拉索单位长度质量。

可见式（1）只有在假设拉索材质均匀时，其抗弯

刚度和单位长度质量才能保持不变。通过分离变量

及假定两端铰接的边界条件下，易求出索力与第 n
阶自振频率的关系为

Tn=
4mL2 f 2n
n2

- n2 π2EI
L2

（2）

其中：L为拉索计算索长；fn为拉索的第 n阶自振频

率；Tn为第 n阶频率计算得到的索力。

由于系杆拱桥吊杆较短，不能忽略抗弯刚度对

其自振频率的影响。同时由于连接杆的存在，连接

杆长度及刚度的变化会对吊杆自振频率产生影响。

在不考虑刚度比及长度比的情况下，将测得的吊杆

自振频率代入式（2）计算索力时，结果会与吊杆实

际受力偏差。显然，若考虑实际端部性质对式（1）进

行求解是十分困难的，推导方程特解过程极其繁琐，

不适宜在实际工程中直接应用。因此，笔者采取有

限单元法，建立吊杆振动有限元模型，通过 PY‑
THON对有限元结果进行拟合，提出了考虑长度

比、刚度比的频率法索力计算修正方法，完善了两端

带连接杆的频率法索力计算公式。

2.2 长度比和刚度比对频率法索力计算式的修正

首先，利用式（2）求出Fe=1 000 kN时各长度比、

刚度比下的计算索力值Fi，采用基频计算，如表2所示。

由表 2可知，当长度比、刚度比很小时，理论索

力和计算索力偏差很小，表明有限元模拟的准确

性。但其偏差随着长度比、刚度比递增，最大偏差可

达 28.76%，表明长度比的递增将带来更大的偏差。

采用式（2）计算索力时将吊杆简化为等容重、等刚

度的模型，当长度比、刚度比较大时，实际模型与简

化模型出入较大，会导致其计算结果与吊杆实际受

力偏差严重，将给桥梁施工控制与安全带来危害。

由于无法直接将长度比、刚度比代入式（2）计算其

对索力的影响，笔者利用 PYTHON对有限元结果

进行非线性拟合，提出了考虑长度比、刚度比的索力

误差方程为

Fw=

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

-3.12+ 36.12 exp (-0.5( Il- 0.360.17 )2 - 0.5( Ie- 10.796.72 )2 ) ( 2≤ Ie≤ 5 )

-3.58+ 81.61Il+ 0.16Ie ( 5< Ie≤ 15 )
-2.35+ 95.24Il+ 0.003 3Ie ( 15< Ie≤ 100 )

（3）

表 2 Fe=1 000 kN时 Fi随 Ie及 Il的变化

Tab.2 Fi changes with Ie and Il when Fe=1 000 kN

长

度

比

0.025

0.030

0.040

0.050

0.065

0.080

0.100

0.150

0.220

0.320

刚度比

2
Fi/
kN
990.91

993.24

997.92

1 002.02

1 009.59

1 016.23

1 024.66

1 047.26

1 074.81

1 113.49

偏差/
%

-0.91

-0.68

-0.21

0.22

0.96

1.62

2.47

4.73

7.48

11.35

5
Fi/
kN
998.29

1 002.11

1 009.74

1 016.89

1 028.89

1 039.92

1 054.62

1 092.64

1 142.44

1 213.35

偏差/
%

-0.17

0.21

0.97

1.69

2.89

3.99

5.46

9.26

14.24

21.34

15
Fi/
kN

1 001.73

1 006.21

1 015.27

1 023.77

1 037.98

1 051.08

1 068.88

1 114.65

1 175.84

1 264.72

偏差/
%
0.17

0.62

1.53

2.38

3.80

5.11

6.89

11.47

17.58

26.47

30
Fi/
kN

1 002.54

1 007.16

1 016.63

1 025.48

1 040.22

1 053.86

1 072.44

1 119.77

1 184.31

1 278.13

偏差/
%
0.25

0.72

1.66

2.55

4.02

5.39

7.24

11.98

18.43

27.81

50
Fi/
kN

1 002.92

1 007.63

1 017.11

1 026.15

1 041.12

1 054.99

1 073.89

1 122.01

1 187.75

1 283.49

偏差/
%
0.29

0.76

1.71

2.61

4.11

5.51

7.39

12.21

18.77

28.35

75
Fi/
kN

1 003.05

1 007.82

1 017.41

1 026.52

1 041.57

1 055.59

1 074.57

1 123.14

1 189.56

1 286.23

偏差/
%
0.31

0.78

1.74

2.65

4.16

5.56

7.46

12.31

18.95

28.62

100
Fi/
kN

1 003.12

1 007.94

1 017.56

1 026.67

1 041.79

1 055.82

1 074.95

1 123.64

1 190.38

1 287.65

偏差/
%
0.31

0.79

1.76

2.67

4.18

5.58

7.49

12.36

19.04

28.76
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其中：Fw为索力误差。

索力误差方程以刚度比为变量分为 3部分，2≤
Ie≤ 5 时，曲面非线性拟合为 Guass2D 函数 ；5<
Ie≤ 100时，曲面拟合为两个 plane函数。3段函数

的 R2都大于 0.99，相关性好。

基于式（2）计算出索力后，可将吊杆实际刚度

比、长度比依据式（3）计算出索力误差，并由此引入

索力调整系数，修正后索力为

ì
í
î

ρ= 1/(1+ Fw )
Fn= ρFi

（4）

其中：ρ为索力调整系数；Fn为修正后索力。

3 工程应用

潇河大桥为连续梁拱组合体系桥，吊杆结构形式

如图 6所示，吊杆编号如图 7所示。其中，在 60 m和

90 m跨分别增设异形钢拱肋，主梁为双幅带风嘴的单

箱多室钢箱梁结构，双幅箱梁之间以横梁连接，中心

横梁高为 3.2 m。拱肋采用六边形断面，顶、底板宽度

及六边形内角度为定值，截面宽度、高度随拱高变化。

两跨拱肋共设置 24根吊杆，吊杆两端具有连接杆，吊

杆中间段在连接杆内锚固，连接杆与主梁及拱肋销栓

式连接。分别采用本研究修正方法、文献［6］索力计

算公式及传统振动频率法对 8根吊杆力进行计算。实

测索力采用油压法测量，利用DASP进行频谱分析得

到吊杆基频，吊杆参数及结果如表 3所示。

由表 3可见，采用传统振动频率法计算索力时，

由于长度比、刚度比的存在，索力误差较大，最高达

37.03%。由于本桥吊杆的两端与梁拱采用销栓式

连接，吊杆纵向振动时，其边界条件更偏向于铰接。

文献［6］假定吊杆为等容重模型，忽略了连接杆对吊

杆振动约束的影响，使计算得到的频率比值 Zn偏
小，导致其固结边界条件下的索力计算公式误差偏

大。采用本研究修正方法计算后，索力误差有所减

小，最高为-2.71%。总长度较大且长度比较小的

吊杆修正精度普遍更高，可能是因为该类型的吊杆

与有限元模型更类似。考虑长度比、刚度比后的索

力计算方法能提高索力测量精度，减小误差。

4 结 论

1）在同一模拟预应力下，吊杆基频、计算索力随

图 6 吊杆结构形式

Fig.6 Structure type of suspender

图 7 潇河大桥立面布置（单位：m）
Fig.7 Elevation of Xiaohe Bridge (unit:m)

表 3 3种索力计算方法结果对比

Tab.3 Comparison of the results of three methods for calculating cable force

吊杆参数

编号

1dg2
1dg4
1dg6
1dg8
2dg2
2dg5
2dg8
2dg9

刚度比

24.61
24.61
24.61
24.61
35.23
35.23
35.23
35.23

长度比

0.46
0.26
0.28
0.48
0.38
0.24
0.17
0.19

线密度/(kg•m-1)
20.92
20.92
20.92
20.92
29.73
29.73
29.73
29.73

总长/m
8.47
13.17
13.59
9.07
9.81
19.16
20.03
18.81

实测索力/kN
183.31
231.92
261.51
235.81
376.73
814.64
603.91
589.27

基频/Hz
6.46
4.39
4.52
6.72
6.68
4.76
3.81
3.99

振动频率法

索力/kN
251.19
279.57
316.99
310.87
512.05
987.48
690.84
670.75

误差/%
37.03
20.54
21.22
31.83
35.92
21.22
14.39
13.83

文献[6]
误差/%
3.98
4.14
4.21
3.84
3.36
3.86
3.13
3.34

本研究修正方法

调整系数

0.71
0.82
0.81
0.70
0.75
0.83
0.88
0.87

索力/kN
178.35
229.25
254.82
229.99
384.04
819.61
606.23
578.92

误差/%
-2.71
-1.15
-2.56
-2.38
1.94
0.61
0.38

-1.76
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长度比递增，增速随刚度比递增，并趋向定值。提高

预应力能增大长度比对吊杆基频、计算索力的影响。

2）在同一模拟预应力下，吊杆基频、计算索力

随刚度比递增，但趋向平缓。提高预应力时，刚度比

对吊杆基频、计算索力的影响变化不大。

3）根据笔者提出的方法，对同类桥型的振动频

率法计算索力进行修正，具有良好的精度。因为没

有考虑吊杆实际边界条件和实际索力下的修正公

式，所以也有局限性。
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