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摘要 为了准确识别索参数，提出了采用有限单元法和系统参数识别技术相结合进行索参数识别的方法。考虑索

的垂度、抗弯刚度、弹性嵌固和弹性支承等因素建立有限单元模型，采用反映出索非线性振动特性的轴力的梁单元

模拟索。利用索特征值关于模型参数的灵敏度矩阵，建立了参数识别的理论燉试验频率差与模型参数之间的关系

式。该方法基于实测频率，通过迭代可以同时识别拉索索力和抗弯刚度。数值算例和试验验证了该方法的准确性和

实用性。
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引 言

拉索是仅承受拉力的柔性构件，具有明显的非

线性效应，伴随较小的应力和应变，就会产生较大的

位移，而且会产生松弛和应力损失
［１３］
。由于这些特

点，索参数识别在结构施工期和使用期内具有重要

意义［４５］
。对于工程中使用的索，很多情况下索端非

刚性支承，因此，必须考虑支承弹性变形对拉索参数

识别的影响。

笔者提出有限单元法和系统识别技术相结合进

行索参数识别，不仅可以识别拉索索力，而且可以识

别拉索的抗弯刚度。有限单元法可以充分考虑拉索

的非线性效应，如拉索的大变形和垂度等影响，比解

析法能更全面地反映拉索的振动特性［６７］
。

 拉索的有限单元模型

拉索的物理模型如图１所示。考虑拉索的垂度、

抗弯刚度、弹性嵌固和弹性支承等因素建立有限单

元模型。索采用考虑轴力的梁单元，该单元是只考虑

索抗弯刚度的虚拟梁单元和不考虑索抗弯刚度的理

想索单元的综合，不仅可以模拟细长索，而且可以模

拟短粗索和索力不大的索。为了简化有限单元法，采

用如下假定：ａ．材料为线弹性；ｂ．梁的截面变形后仍

保持为平面；ｃ．长细比很大。

图１ 索的物理模型

采用三节点一维等参单元，如图２所示。插值函

数为［８］

爫１＝ （１－ 犪）燉２－ （１－ 犪
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（２）

图２ 三节点理想索单元
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┥牐＝｛┥
Ｔ
牐１┥

Ｔ
牐２┥

Ｔ
３｝
Ｔ
＝

｛牣１牐 牤１牐 牣２牐 牤２牐 牣３牐 牤３牐｝
Ｔ

（４）

单元位移为

第３２卷第２期

２０１２年４月

振动、测试与诊断

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＶｉｂｒａｔｉｏｎ，Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ＆Ｄｉａｇｎｏｓｉｓ

Ｖｏｌ．３２Ｎｏ．２

Ａｐｒ．２０１２

 收稿日期：２０１００３０９；修改稿收到日期：２０１００４２９



└＝ ｛牣 牤
Ｔ
｝＝ ［爫１爤 爫２爤 爫３爤］

｛└
Ｔ
牐１└

Ｔ
牐２└

Ｔ
３｝
Ｔ
＝ ┞爟牐

烅
烄

烆 （５）

由Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理
［８］得到振动方程

┝１┥

１＋ ［┛０１＋ ┛１１＋ ┛牃＋ ┛２１（┥１）＋

┛３１（┥１┥１
Ｔ
）］┥１＝ ０

┝牐┥

牐＋ ［┛０牐＋ ┛牃＋ ┛２牐（┥牐）＋

┛３牐（┥牐┥牐
Ｔ
）］┥牐＝ ０

┝牕┥

牕＋ ［┛０牕＋ ┛牃＋ ┛１牕＋ ┛２牕（┥牕）＋

┛３牕（┥牕┥牕
Ｔ
）］┥牕

烅

烄

烆 ＝ ０

（６）

其中：牕为索的单元数目。
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 索参数识别方法

实际工程中，拉索的抗弯刚度不可知。拉索的垂

度较大，索力在索跨范围内的变化不可忽略，而索力

的水平分量在整个索跨范围内是不变的。因此，取索

力的水平分量和抗弯刚度为识别参数。

２×１阶的识别参数向量┥包括索力水平分量

爣 和抗弯刚度爠爤，表达如下

┥＝ ［爣 爠爤］
Ｔ

（１９）

令拉索的第牕阶特征值为犧牕，犧牕的变分为

犠犧牕＝ 犧牕（┥＋ ｄ┥）－ 犧牕（┥） （２０）

将式（２０）的右边第１项进行Ｔａｙｌｏｒ展开可得
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将式（２１）代入式（２０），整理可得
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其中：爺牏是向量┥中的第牏个元素。

将式（２２）两边同除以犧牕得到它的无量纲形式
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如果牚阶自振频率被用于索力识别，由式（２３）

可得
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其中：┣为灵敏度矩阵。

对式（２４）的迭代求解可以得到识别参数爣 和

爠爤有７个步骤：

１）选取索力和抗弯刚度的初始值爣０和爠爤０。

２）计算在静力状态下拉索的形状。拉索的形状

采用抛物线方程表示为［９］

牪＝
４牪０

牓
２牨（牓－ 牨） （２８）

其中：牪０为拉索的跨中垂度。

３）基于第２步的拉索形状，采用上节得到的刚
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度矩阵和质量矩阵对索进行动力特征值分析得到索

的特征值犧牕。

４）计算矩阵┖。分别在索力和抗弯刚度初始值

处改变小量００００５爣０和００００５爠爤０，由上节的有

限元模型得到索的频率的变化，然后由式（２７）得到

矩阵┖。

５）采用式（２９）计算┪

┪＝
犧牠１－ 犧牑１

犧牑１
…

犧牠牕－ 犧牑牕

犧牑牕
…

犧牠牚－ 犧牑牚

犧［ ］牑牚

Ｔ

（２９）

其中：犧牠牕为第牕阶频率的测量值；犧牑牕为第牑次迭代后

得到的第牕阶计算特征值。

６）假定式（２４）为超定方程组（牘＜牚），采用

式（３０）计算犜值为

犜＝ ┖
－１
┪ （３０）

其中 ┖
－１
＝ ｌｉｍ

犡→０
［┖

Ｔ
┖＋ 犡］

－１
┖
Ｔ

（３１）

式（３０）中的广义逆解基于最小二乘法。

７）采用式（３２）得到修正后的识别参数的值，用

于第牏＋１次迭代

爺牑＋１牏＝ （１＋ 犜牑牏）爺牑牏 （３２）

其中：爺牑牏为第牑次迭代后爺牑的第牏个识别参数；犜牑牏为

第牑次迭代后犜的第牏个元素。

重复以上步骤直到犜牏趋近于零。

 数值算例

选用两类拉索进行分析，具体数据见表１。假定

索力的初始值为实际值的７０％，抗弯刚度的初始值

为实际值的１３０％；拉索两端的竖向弹性支承刚度分

别为┛１＝１０
４
Ｎ燉ｍ和┛２＝１０

３
Ｎ燉ｍ；拉索两端弹性

转动约束刚度为┛牜１＝┛牜２＝１０
６
Ｎ·ｍ燉ｒａｄ；拉索的

前６阶频率如表２所示。反映垂度影响的参数犧
２和反

映抗弯刚度影响的无量纲参数犪分别定义为
［６，８］

犧
２
＝

牔牋牓

槏 槕爣

２
爠爛

爣

牓

爧
（３３）

其中

爧＝ 牓１＋
１

８

牔牋牓

槏 槕爣［ ］
２

（３４）

槡犪＝ 牓 爣燉爠爤 （３５）

表 两根索的物理参数和几何参数

索号 犧
２

犪 牔燉（ｋｇ·ｍ
－１
）牋燉（Ｎ·ｋｇ

－１
） 牓燉ｍ 爣燉Ｎ 爠燉Ｐａ 爛燉ｍ

２
爤燉ｍ

４

１ ０７１ ６０５５ ４０００ ９８ １０００ ２９０４×１０６ １５９９×１０
１０
７８５１×１０

－３
４９５４×１０

－６

２ １３１ ５０５ ４０００ ９８ １０００ ２６１３３×１０６ ２０８３×１０
１３
７８６３×１０

－３
４９２０×１０

－６

表 索的振动频率

索号 犽
２
１ 犽

２
２ 犽

２
３ 犽

２
４ 犽

２
５ 犽

２
６

１ ０３０６０１４７８０９ ２７５４４５９１４２９ ７６５４５１３３１４３８

２ ０３３６５ １３１４０ ３１２２５ ５５０００ ９１９８４ １３２８８０

识别过程如下：

１）计算索力的初始值为实际值的７０％、抗弯刚

度的初始值为８０％实际值时的振动频率，见表３；

表 索的振动频率

索号 犽
２
１ 犽

２
２ 犽

２
３ 犽

２
４ 犽

２
５ 犽

２
６

１ ０２７９５１３３４８０２５１６５５３４１７３ ６９９６９ １２０２５９７

２ ０３３４０ ６１６４ ３２１１２ ２９５５０４ １００６２３７６５８４３０

２）计算矩阵┖

┖１＝

０９６６３ ００００１

０９６５９ ００００５

熿

燀

燄

燅０９６５２ ０００１２

（３６）

┖２＝

００１８８ ０９７７４

００７１１ ０９２５０

熿

燀

燄

燅０１４７２ ０８４８９

（３７）

３）计算向量┪

┪１＝ ［０１０７４ ０１０７３ ０１０７１］
Ｔ
（３８）

┪２＝ ［０１０６６ ００９６３ ００８０９］
Ｔ
（３９）

４）计算犜值

犜１＝ ［０１１１１ － ００９０６］
Ｔ

（４０）

犜２＝ ［０１１０８ － ００８９１］
Ｔ

（４１）

５）计算修正后的参数值

┥１＝ ［２９０４× １０
６
７９２４１× １０

４
］
Ｔ

（４２）

┥２＝ ［２６１２５７× １０
６
１０２６９× １０

８
］
Ｔ
（４３）

６）犜值较大，再迭代１次后得到

犜１＝ ［－ ７２４３× １０
－４

８０００× １０
－７
］
Ｔ
（４４）

犜２＝ ［－ １８１９× １０
－４

２７６０× １０
－５
］
Ｔ
（４５）

７）计算修正后的参数值

┥１＝ ［２９０４× １０
６
７３８７７× １０

４
］
Ｔ

（４６）

┥２＝ ［２６１３９９× １０
６
１０２６８× １０

８
］
Ｔ
（４７）

识别值与实际值的对比如表４、表５所示。

表 号索的识别值与实际值的对比

迭代

次数

索力爣 抗弯刚度爠爤

实际

值燉Ｎ

识别

值燉Ｎ

误差燉

％

实际值燉

（Ｎ·ｍｍ
２
）

识别值燉

（Ｎ·ｍｍ
２
）

误差燉

％

２
２９０４

×１０
６

２９０４

×１０
６ ０

７３４５８

×１０
４

７３８７７

×１０
４ ０５７
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表 号索的识别值与实际值的对比

迭代

次数

索力爣 抗弯刚度爠爤

实际

值燉Ｎ

识别

值燉Ｎ

误差燉

％

实际值燉

（Ｎ·ｍｍ
２
）

识别值燉

（Ｎ·ｍｍ
２
）

误差燉

％

２
２６１３３

×１０
６

２６１４０

×１０
６
００２８

１０２４８

×１０
８

１０２６８

×１０
８

０２０

从数值算例可以看出，经过两次迭代后，α值趋

近于零，收敛于精确值。

 试验验证

 试验模型

钢索采用直径４ｍｍ的７×１９的镀锌钢丝绳，截

面形式如图３所示。在索上沿全长每隔２００ｍｍ布置

一个重２９２３ｇ的质量块，如图４所示。钢丝绳的各

项参数如表６所示。采用弹簧模拟索端弹性支承。根

据弹簧丝直径、弹簧中径和弹簧节距的大小设计了３

种弹簧，如图５所示。弹簧钩环压中心，几何参数如

表７所示。

图３ 钢绞线截面示意图 图４ 质量块与紧固螺丝

表 钢丝绳的各项参数

规格
钢索长

度燉ｍ

直径燉

ｍｍ

强度等

级燉ＭＰａ

线质量燉

（ｋｇ·ｍ
－１
）

弹性模量燉

（Ｎ·ｍ
－２
）

７×１９ ２４ ４０ １６００ ０３６５ １２３４×１０
１１

图５ ３种弹簧

表 弹簧的几何参数

弹簧

编号

材料

直径燉

ｍｍ

弹簧

中径燉

ｍｍ

节距燉

ｍｍ

自由

高度燉

ｍｍ

曲度

系数

有效

圈数

伸直

长度燉

ｍｍ

１ ２ ５０ ４ １５０ １０３ ３５ ５８１０

２ ５ ５０ ７ １５０ １１５ ２０ ３４６０

３ ９ ５０ １１ １５０ １２８ １１５ ２０５０

采用增挂砝码的方法标定３种弹簧的刚度，如

表８所示。弹簧的安装如图６所示。

试验布置示意图如图 ７所示，现场试验布置图

如图８所示。

表 种弹簧刚度

参数 弹簧１ 弹簧２ 弹簧３

刚度燉（Ｎ·ｍ
－１
） 牑１＝３６ 牑２＝２４５０ 牑３＝４４７２９

图６ 弹簧的安装

图７ 试验布置示意图

 试验过程

试验设备包括ＩＮＶ３０６Ｕ智能信号采集处理分

析仪、ＹＥ５８５２电荷放大器、压电式电荷加速度计、５ｔ

应变式拉压力传感器、ＹＪＲ５Ａ静态电阻应变仪及

相应信号线。

图８ 现场试验布置图

试验过程为：

１）采用力传感器测试索拉力，力传感器安装于

索在反力墙上的固定端；

２）采用压电式加速度传感器采集信号；

３）采用轻敲索体的方法进行人工激振；

４）加速度计采集的索振动信号经过电荷放大

器后，传入信号分析仪，在屏幕上就显示出测得的加

速度时程曲线与频谱图，从而识别出索的自振频率。

 试验结果

采用不同索端弹性支承刚度，进行３组试验：ａ．

牑爜＝３６Ｎ燉ｍ，牑爟＝３６Ｎ燉ｍ；ｂ．牑爟＝２４５０Ｎ燉ｍ；ｃ．
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牑爜＝Ｎ燉ｍ，牑爟＝４４７２９Ｎ燉ｍ。牑爜和牑爟分别为试验布

置示意图（见图７）中爜和爟点弹性支承刚度。

实测的索力和频率分别列于表９～表１１，索参数

识别结果见表１２、表１３。

表 实测的索力和频率（┵┒＝┵└＝燉│）

爣燉Ｎ 牊１燉Ｈｚ 牊２燉Ｈｚ 牊３燉Ｈｚ 牊４燉Ｈｚ 牊５燉Ｈｚ 牊６燉Ｈｚ

８００ ５．９７ １１．９５ １７．９２ ２３．８８ ２９．８７ ３５．８３

１０００ ６．７１ １３．４４ ２０．１１ ２６．８６ ３３．５３ ４０．２６

３０００ １１．５１ ２３．０１ ３４．５２ ４６．０２ ５７．５３ ６９．０３

表 实测的索力和频率（┵┒＝┵└＝燉│）

爣燉Ｎ 牊１燉Ｈｚ 牊２燉Ｈｚ 牊３燉Ｈｚ 牊４燉Ｈｚ 牊５燉Ｈｚ 牊６燉Ｈｚ

８００ ９．７５１９．５１ ２９．２６ ３９．０１ ４８．７７ ５８．５２

１０００ １０．６７２１．５１ ３２．７１ ４３．６２ ５４．５２ ６５．４３

３０００ １８．９７３８．７７ ５６．６６ ７５．５５ ９４．４４ １１３．３２

表 实测的索力和频率（┵┒＝┵└＝燉│）

爣燉Ｎ 牊１燉Ｈｚ 牊２燉Ｈｚ 牊３燉Ｈｚ 牊４燉Ｈｚ 牊５燉Ｈｚ 牊６燉Ｈｚ

８００ １１．６５ ２３．４１ ３５．１１ ４６．８２ ５８．５２ ７０．２２

１０００ １３．０１ ２６．１７ ３９．２６ ５２．３４ ６５．４３ ７８．５１

３０００ ２２．４６ ４５．３３ ６７．９９ ９０．６６ １１３．３２１３５．９９

表 索力识别结果 ％

爣燉Ｎ

牑爟＝牑爠＝３６Ｎ燉ｍ 牑爟＝牑爠＝２４５０Ｎ燉ｍ 牑爟＝牑爠＝４４７２９Ｎ燉ｍ

爣牏燉Ｎ
（爣牏－爣）

燉爣
爣牐燉Ｎ

（爣牐－爣）

燉爣
爣牑燉Ｎ

（爣牑－爣）

燉爣

８００ ８０８１６ １０２ ７９２１５ －０９８ ７９９１２－０１１

１０００ ９７８９０ －２１１１０１２５１ １２５１００７１８ ０７２

３０００２９５９７９ －１３４３０３５０９ １１７２９８６４７－０４５

表 索抗弯刚度识别结果

爣燉Ｎ
爠爤燉

１０
６
（Ｎ·ｍｍ

２
）

牑爟＝牑爠＝３６Ｎ燉ｍ 牑爟＝牑爠＝２４５０Ｎ燉ｍ 牑爟＝牑爠＝４４７２９Ｎ燉ｍ

爠爤牏燉

１０
６
（Ｎ·ｍｍ

２
）

（爠爤牏－爠爤）

爠爤
燉％

爠爤牐燉

１０
６
（Ｎ·ｍｍ

２
）

（爠爤牏－爠爤）

爠爤
燉％

爠爤牑燉

１０
６
（Ｎ·ｍｍ

２
）

（爠爤牏－爠爤）

爠爤
燉％

８００ ３８７ ４０３ ４１４ ３７５ －３１２ ３９８ ２７７

１０００ ３８７ ４０７ ５２５ ３９５ ２１８ ３７９ －１９８

３０００ ３８７ ３７２ －３８９ ４０４ ４３２ ３９９ ３１２

 结 论

１）给出了有限单元法和系统识别技术相结合

的拉索参数识别方法。该方法可以同时识别出拉索

索力和抗弯刚度。

２）通过数值算例和试验，验证了该参数识别方

法的准确性和有效性。
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