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摘要 在振动主动控制中，基于加速度测量信号，并考虑滤波器群时延引入的时滞，研究了一种时滞控制器设计方

法。采用等维方法和状态导数反馈思想，提出一种速度加速度时滞反馈控制器的设计方法。该控制器不含位移信

号，可省去两次数值积分和去直流分量、趋势项这两个过程，并可避免由两次数值积分带来的累积误差。以粘帖有

压电陶瓷和加速度传感器的智能梁为控制对象，采用该控制器控制其自由振动，并与速度加速度反馈控制效果进

行比较。仿真结果表明，当采用速度加速度反馈直接控制时滞系统时，若时滞超出其稳定区间，该方法失效，而速

度加速度时滞反馈控制方法则具有良好的控制效果。
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引 言

在面向土木工程的某些结构振动系统中，由于

基础与被测物体都在移动，缺乏绝对的参照系，位移

较难准确测量，而加速度测量不需要参照系，且加速

度传感器体积小，对被测对象的动态特性影响较小；

因此，在大多数振动测控系统中，加速度测量被认为

是最可靠和最经济的［１３］
。在采用加速度传感器测量

的振动测控系统中，若采用位移反馈，需将采集到的

加速度信号经两次数值积分得到位移信号；但由于

测量误差和噪声不可避免，经两次积分得到的位移

信号通常存在较大误差［４５］
，即使控制器设计良好，

也未必能达到期望的控制效果。为了避开位移反馈，

并使控制频带范围增大，Ｙａｎｇ引入了状态导数反馈

的概念［１］
，设计出基于状态导数反馈的速度加速度

联合反馈最优控制器［１２］
。有学者研究了状态导数反

馈控制系统的稳定性［６］
、极点配置

［７］及优化设计［８９］

等问题。将这些方法应用到含加速度传感器测量的

振动控制系统中，可避免位移反馈中加速度信号经

两次积分得到位移信号时的误差，但控制器设计均

未考虑系统中输入时滞的影响。

在采用加速度传感器测量的低频振动的主动控

制系统中，所测得的加速度信号往往含有噪声和高

频干扰信号，需采用低通滤波器来消除噪声和高频

干扰，由此引入滤波器群时延
［１０］
，会产生明显的时

滞效应，导致所测信号为时滞加速度信号。针对输入

时滞问题，通常有两种处理方法：ａ．扩维方法
［１１］
；ｂ．

等维方法［１２］
。这两种方法均旨在把时滞系统转换为

无时滞系统，不过在时滞量较之采样时间间隔较大

时，扩维方法会引起系统维数过高，加大控制器设计

的难度。

基于时滞加速度信号，结合等维方法和状态导

数反馈思想［８］
，笔者提出一种速度加速度时滞反馈

的控制器设计方法。该控制器充分考虑系统中的时

滞问题，且可省去两次数值积分和去直流分量、趋势

项的过程。以粘帖有压电陶瓷片和加速度传感器的

智能梁为振动控制对象，首先，通过分析低通滤波器

的相频特性和真实信号与滤波后信号的相位差异，

揭示了滤波器的群时延现象；其次，通过数值积分和

去除直流、趋势项后的速度和位移信号进行对比，说

明控制器不依赖于位移信号的优势；最后，采用所设

计的速度加速度时滞反馈控制器来控制智能梁的

自由振动，并与速度加速度反馈控制效果进行比

较。仿真结果表明，当采用速度加速度反馈直接控

制含输入时滞的振动系统时，若时滞超出其稳定区

间，该方法失效，而速度加速度时滞反馈控制的效

果良好。
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 滤波器群时延与考虑时滞的被控对象

 滤波器的群时延

实际的振动测控系统中所测量的加速度信号通

常含有噪声和高频干扰信号，需设计合适的低通滤

波器对信号进行提纯，从而在控制系统中引入滤波

器的群时延。对于一般的滤波器频谱爣（牊）

爣（牊）＝ 爛（牊）ｅ
ｉ犎（牊）

（１）

其中：爛（牊）＝燏爣（牊）燏为振幅谱；犎（牊）为相位谱。

滤波器的群时延［１０］可定义为

爴牋（牊）＝－
１

２π

ｄ犎（牊）

ｄ牊
（２）

对于具有严格线性相位响应的有限脉冲响应

（ｆｉｎｉｔｅｉｍｐｕｌｓｅｒｅｓｐｏｎｓｅ，简称ＦＩＲ）滤波器，群时延

在频域中是个常量；对于一般的无限脉冲响应（ｉｎｆｉ

ｎｉｔｅｉｍｐｕｌｓｅｒｅｓｐｏｎｓｅ，简称ＩＩＲ）滤波器，相位响应

是非线性的，其对输入信号的不同频率成分的时延

量不同，但在通带频率范围内具有近似的线性相位，

可在控制通带内线性拟合相位特性，以近似得到滤

波器的固定时延［１０］
。

 考虑输入时滞的被控对象

采集到的含噪声的加速度信号经低通滤波器

后，由于滤波器存在群时延，从而在振动测控系统中

引入了输入时滞。考虑控制输入时滞的结构振动控

制系统，在模态空间下的动力学方程一般可写为

犺

牕（牠）＋ 犨牕犺


牕（牠）＋ 犽

２
牕犺牕（牠）＝ 爼牕牣（牠－ 犳）

（牕＝ １，２，… ） （３）

其中：犺牕（牠）为结构的第牕阶模态函数；牣（牠－犳）为作

动器施加的控制力；犳为输入时滞量；爼牕为控制力

系数。

记 牁牏（牨）为第牏阶振型函数，则物理空间下的位

移为

牥（牨，牠）＝∑
爫

牏＝１

牁牏（牨）犺牏（牠） （４）

相应的速度、加速度分别为

牥′（牨，牠）＝∑
爫

牏＝１

牁牏（牨）犺

牏（牠）

牥″（牨，牠）＝∑
爫

牏＝１

牁牏（牨）犺

牏

烅

烄

烆 （牠）

（５）

采用加速度传感器，物理空间下的加速度输出

信号为

牪（牠）＝ 牥″（牞，牠）＝∑
爫

牏＝１

牁牏（牞）犺

牏（牠） （６）

其中：牞为加速度传感器测点的位置。

令╂＝［犺１，犺２，…，犺爫，犺

１，犺

２，…，犺


爫］
Ｔ
，将振动方程

（３）转换为如下状态方程

╂（牠）＝ 煷╂（牠）＋ ┒┿（牠－ 犳） （７）

其中：┑，┒分别为状态矩阵和输入矩阵，具体形式

参见文献［１１］。

对于传统控制方法，可采用一次和两次数值积

分得到速度和位移信号，应用时滞状态反馈来设计

时滞位移速度反馈
［１１］
。这需要将采集到的加速度

信号经一次、两次数值积分分别得到速度、位移信

号，而数值积分这一过程会引起直流分量和趋势

项［１３］
，需引入去趋势项和直流分量这一过程。在控

制系统中，去直流和趋势项比较常用的方法为高通

滤波。采集到的加速度信号含有噪声信号，在数值积

分之前，需设计合适的数字低通滤波器进行滤波，具

体控制流程图见图１。其中：ａｃｃ为加速度信号；ｖｅｌ

为速度信号；ｄｉｓ为位移信号；犳为滤波器群时延带

来的时滞量。

图１ 传统时滞位移速度反馈控制流程图

 速度加速度时滞反馈控制器设计

笔者设计了一种不含位移项的控制器，用来省

去传统时滞位移速度反馈中两次数值积分和去直

流趋势项的步骤（图１中虚线所标的步骤）。

由式（５）～式（７）可知

╂（牠）＝ ［犺

１（牠），犺


２（牠），…，犺


爫（牠），

犺

１（牠），犺


２（牠），…，犺


爫（牠）］

Ｔ
（８）

由式（８）及式（５）可以看出，状态导数中仅含速

度和加速度信号，不含位移信号，不需要进行两次数

值积分的过程，可回避相应的累计误差；因此，可结

合状态导数反馈的思想，并考虑系统中的输入时滞，

来设计速度加速度时滞反馈控制器，省去图１中虚

线的过程，控制流程图如图２所示。

图２ 速度加速度时滞反馈控制流程图
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 无时滞系统的状态导数反馈控制器设计

针对输入时滞系统式（７），采用等维方法，利用

如下变换［１２］

╄（牠）＝ ╂（牠）＋∫
牠

牠－犳
ｅ
－┑（牞－牠）

ｅ
－┑犳
┒牣（牞）ｄ牞 （９）

可将控制器中带有时滞的系统（７）转换为如下

无时滞系统

╄（牠）＝ ┑牫（牠）＋ ┒爛牣（牠） （１０）

其中：┒爛＝ｅ
－┑犳
┒。

考虑到计算机振动控制系统的可实施性，针对

无时滞系统（１０），设计形如式（１１）的离散状态导数

反馈控制器

牣（牠）＝ 牣（牑爴）＝－ ┛牆╄（牑爴） （１１）

其中：爴为采样时间间隔。

具体步骤［８］为：

１）连续系统状态反馈控制器设计。

应用ＬＱＲ方法，可设计连续系统（１０）的状态反

馈控制器为

牣（牠）＝－ ┛牅牫（牠） （１２）

将式（１２）代入式（１０），并转化为离散系统

╄牅（牑爴＋ 爴）＝ ┗牅╄牅（牑爴） （１３）

其中：┗牅＝ｅ
（┑－┒爛┛牅）。

设计合适的采样时间爴，使时滞量满足

犳＝ 牓爴 （１４）

其中：牓＞０为任意正整数。

２）离散系统状态反馈控制器设计。

为了设计离散状态导数反馈控制器，设带有离

散输入控制的连续系统的状态反馈控制描述为

╄牆（牠）＝ ┑╄牆（牠）＋ ┒爛牣牆（牠） （１５）

其中

牣牆（牠）＝ 爺牆（牑爴）＝－ ┛牆╄牆（牑爴）

（牑爴≤ 牠≤ 牑爴＋ 爴） （１６）

其中：┛牆为离散反馈增益矩阵。

将式（１６）代入式（１５），并离散化可得到

╄牆（牑爴＋ 爴）＝ （┗牆－ ┘牆┒爛┛牆）╄牆（牑爴） （１７）

其中：┗牆＝ｅ
┑爴
；┘牆＝∫

爴

０
ｅ
┑牠
ｄ牠。

若┑为正则矩阵，则┘牆可写为

┘牆＝∑
∞

牑＝１

１

牑！
┑
牑－１
爴
牑

（１８）

┛牆可通过解线性矩阵不等式（１９）和式（２０）得

到。如果存在正定矩阵煻，┖及标量犝＞０，使得如下最

小约束问题的矩阵不等式成立

ｍｉｎ
犨

－ 煻 

┗牅煻－ ┗牆［ ］煻＋ ┘┖ － 犨┙
＜ ０ （１９）

其中：犨＝犝
２
；┖＝┛牆煻；┘＝┑

－１
（┗牆－┙牕）┒爛。

则 ┛牆＝ ┖煻
－１

（２０）

由连续系统的反馈控制增益矩阵┛牅可得到离

散控制增益矩阵┛牆和控制律式（１６），使得系统（１７）

Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定。

３）离散系统状态导数反馈控制器设计。

考虑式（１７），可得离散状态导数反馈控制器

牣牆牊（牑爴）＝－ ┛牆牊╄牆（牑爴）

（牑爴≤ 牠≤ 牑爴＋ 爴） （２１）

其中

┛牆牊＝ ┛牆（┑－ ┒爛┛牆）
－１

（２２）

 速度加速度时滞反馈控制器设计

式（２１）是经式（９）变换后的无时滞系统（１０）的

控制力，需将此转化成时滞系统（７）的控制力。记

┙牫（牠）＝∫
牠

牠－犳
ｅ
－┑（牞－牠）

ｅ
－┑犳
┒牣（牞）ｄ牞 （２３）

由式（９）及式（２３）得

╄（牠）＝ ╂（牠）＋ ┑┙牫（牠）＋ ｅ
－┑犳
┒牣（牠）－ ┒牣（牠－ 犳）

（２４）

若牠＝牑爴，牑＝１，２…，根据零阶保持器的性质，

式（２４）的离散形式为

╄（牑爴）＝ ╂（牑爴）＋

┑┙牫（牑爴）＋ ｅ
－┑犳
┒牣牆牊（牑爴）－ ┒牣牆牊（牑爴－ 牓爴）

（２５）

其中

┙牫（牑爴）＝∑
牓

牏＝１

ｅ
－┑（牏－１）爴

┞┰爴牣牆牊（牑爴－ 牓爴＋ （牏－ １）爴）

┞┰爴＝∫
爴

０
ｅ
－┑犣

烅

烄

烆 ｄ犣┒

（２６）

则考虑时滞的式（２５）的离散形式可表示为

╄（牑爴－ 牓爴）＝ ╂（牑爴－ 牓爴）＋ ┑┙牫（牑爴－ 牓爴）＋

ｅ
－┑犳
┒牣（牑爴－ 牓爴）－ ┒牣（牑爴－ ２牓爴） （２７）

由控制律式（２１）及式（２７），可得原系统式（７）中

的离散控制力为

牣牆牊（牑爴－ 牓爴）＝ ┛牨（╂（牑爴－ 牓爴）＋

┑┙牫（牑爴－ 牓爴）－ ┒牣（牑爴－ ２牓爴）） （２８）

其中

┛牨＝－ （┙＋ ┛牆牊ｅ
－┑牓爴
┒）

－１
┛牆牊 （２９）

┙牫（牑爴－ 牓爴）＝

∑
牓

牏＝１

ｅ
－┑（牏－１）爴

┞┰爴牣（牑爴－ ２牓爴＋ （牏－ １）爴） （３０）

式（２８）为模态空间下的模态控制力，利用式（５）

和式（２８），可将模态空间量转化为对应的物理空间
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量，即

╂（牑爴－ 牓爴）＝
┩
－１

┧′

┩
－１［ ］┧″

┧′＝ ［爾′（爳１，牑爴－ 牓爴），…，爾′（爳爫，牑爴－ 牓爴）］
Ｔ

┧″＝ ［爾″（爳１，牑爴－ 牓爴），…，爾″（爳爫，牑爴－ 牓爴）］

烅

烄

烆 Ｔ

（３１）

其中：┩由文献［１１］给出；爳１，爳２，…爳爫 为爫个传感

器的位置。

将式（３１）代入式（２８），可得物理空间下的控制

力为

牣牑－牓＝ ┛牨
┩
－１
┧′

┩
－１［ ］┧″＋

┑ｅ
－┑牓爴
┞┰爴 ∑

ｌ

牏＝１

ｅ
牏┑爴
┒牣槏 槕牑－牓－牏 － ┒牣槏 槕牑－２牓 （３２）

由式（３２）可知，该控制器只含速度信号牥′和加

速度信号牥″，不含位移信号牥，较之时滞位移速度

反馈的控制流程图１，可避开加速度信号经两次数值

积分得到位移信号这一步骤，对应控制流程见图２。

 时滞系统的速度加速度反馈控制

为了与不考虑时滞所设计的速度加速度反馈

控制器的控制效果进行比较，考虑如下不计控制输

入时滞的系统

╂（牠）＝ 煷╂（牠）＋ ┒牣（牠） （３３）

根据前面的设计步骤，将┒爛替换为┒，可设计基

于系统（３３）的离散速度加速度反馈控制器为

牣牕牗（牑爴）＝－ ┛牕牗牨牕牗（牑爴）

（牑爴≤ 牠≤ 牑爴＋ 爴） （３４）

其中：┛牕牗为不考虑时滞的速度加速度反馈控制器

的反馈增益矩阵。

将此控制器直接控制含输入时滞的系统（７），得

闭环系统为

╂（牠）＝ ┑╂（牠）－ ┒┛牕牗╂（牠－ 犳） （３５）

式（３５）为中立型时滞微分方程
［１４］
，其特征方

程为

牞┙＋ ┘犳牞ｅ
－牞犳
－ ┑＝ ０ （３６）

其中：┘犳＝┒┛牕牗。

当 反 馈 增 益 矩 阵 确 定 以 后，可 用 ＮＤＤＥ

ｂｉｆｔｏｏｌ
［１４］工具来分析特征根实部随时滞量犳变化的

分布图，从而得到系统的随时滞量变化的稳定区域。

 数值仿真

考虑均匀等截面ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｉ梁的横向振动

控制问题，如图３所示。其中：牞１，牞２为压电片粘贴位

置；牞３为加速度传感器的位置。梁的有关参数为：弹

性模量爠牄＝７０ＧＰａ，密度犱牄＝２７００ｋｇ燉ｍ
３
，长度牓牄＝

０３５ｍ，宽度牥牄＝００２ｍ，厚度牠牄＝００００７ｍ。压电

陶瓷的有关参数为：机电耦合系数 牆３１＝－２７０×

１０
－１２
ｍ燉Ｖ，弹性模量爠牃＝６０ＧＰａ，宽度牥牃＝００２ｍ，

厚度牠牃＝００００５ｍ。作动器和传感器的位置参数为：

牞１＝００４ｍ，牞２＝０１ｍ，牞３＝０２２ｍ。可在模态空间

下建立该结构控制系统的机电耦合动力学方程如

式（３）所示。仿真中考虑控制智能梁的前１阶模态引

起的振动，经计算得该智能梁的前２阶固有频率分

别为４７０Ｈｚ和２９４５Ｈｚ。

图３ 粘贴有压电作动器和加速度传感器的智能梁示

意图

 滤波器群时延和数值积分

在实际振动控制中，采集到的加速度信号多含

有噪声信号，根据其低频控制目标，结合模拟噪声特

性设计合适的Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ低通滤波器，对含噪声的

加速度信号进行滤波。当信号通过该滤波器时，会在

通带范围内产生固定时延。由相频特性可以看出，在

通带范围内相位随频率变化基本呈线性关系。参见

图４（ａ），在通带范围内信号经滤波器作用后产生恒

定的时延，通过在控制通带内线性拟合相应的相位

特性（图４（ａ）中虚线），由式（２）计算，可获得通带内

滤波器的固定时延为００５４ｓ。由真实信号与滤波后

的信号的对比可以看出（图４（ｂ）），滤波后信号相位

发生了变化。

图４ 低通滤波器产生的群时延
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由图５可看出，数值积分后的速度和位移信号

存在比较明显的直流和趋势项，在设计控制器之前

首先要去除直流分量和趋势项，如图１、图２所示。通

常采用高通滤波器滤除直流分量和趋势项，信号经

高通滤波器后，得到图６所示的速度和位移信号。由

此看出，去直流分量和趋势项后的位移与其真实信

号存在较大误差，而相应的速度与其真实信号的近

似程度比位移的近似程度要好，所以说控制器中省

去位移反馈是有意义的。

图５ 滤波后的加速度信号经１次和２次数值积分结果

图６ 去直流分量和趋势项后的信号

 控制效果及分析

为了便于区别，在下面的仿真中，记Ｃ１为采用

速度加速度时滞反馈控制器（２８）控制含输入时滞

的系统（７）；Ｃ２为采用速度加速度反馈控制器（３４）

控制含输入时滞的系统（７）。

由于在控制系统中采用了低通滤波器，如图 ２

所示，由滤波器群时延引起的系统时滞不可避免。若

在设计控制器时忽略时滞，直接用速度加速度反馈

控制器（３４）去控制含输入时滞的系统（７），便形成中

立型时滞系统（３５）。应用ＮＤＤＥｂｉｆｔｏｏｌ工具，可得

到对应特征方程（３６）的特征根分布见图７。由图７可

知，当 犳≤０００７ｓ时，系统无正实部特征根，加入控

制器（３４）的系统（７）是稳定的。当犳≥０００８ｓ，特征

根实部曲线穿越了Ｒｅ（犧）＝０这条直线，出现了正实

部特征根，即闭环系统（３５）的稳定区间为 犳∈［０，

０００７ｓ］。而滤波器引起的时延为００５４ｓ，在此时

滞量下采用速度加速度反馈，极易使系统不稳定。

图７ 时滞犳与特征根实部分布图

下面将通过Ｃ１，Ｃ２方法在多种不同时滞下的

控制效果进行对比，以表明速度加速度时滞反馈控

制较之速度加速度反馈控制的优势。

假定输入时滞为 犳＝０００７ｓ，在此时滞下，由

图７可知Ｃ２方法稳定，其对应的控制效果如图８所

示。由此可知，采用不考虑时滞所设计的速度加速

度反馈控制器（３４）来控制含有输入时滞的系统（７）

时，只要选择的反馈增益矩阵和时滞量能使系统稳

定，则受控后的位移和加速度响应仍然有较好的控

制效果。在相同时滞下，采用Ｃ１控制方法，比Ｃ２有

更好的控制效果，如图９所示。

图８ 犳＝０．００７ｓ时Ｃ２控制效果图
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再次选择使Ｃ２方法不稳定的滞量犳＝０００８ｓ，

此时，Ｃ２对含输入时滞的系统（７）的控制已不能凑

效，甚至会使系统响应发散，如图１０（ｂ）所示。而由

图 １１的Ｃ１方法的控制效果图可知，Ｃ１控制下位移

和加速度响应均有良好的控制效果。由此可见，速度

图９ 犳＝０．００７ｓ时Ｃ１方法控制自由振动的效果图

图１０ 犳＝０．００８ｓ时Ｃ２控制效果图

图１１ 犳＝０．００８ｓ时Ｃ１方法控制自由振动的效果图

加速度反馈控制直接应用于存在输入时滞的系统

是有风险的。若时滞量和反馈控制增益的选择使系

统不稳定，则控制可能完全失效；而采用Ｃ１方法，则

不存在此问题。

图１２ 犳＝０．０５４ｓ时Ｃ１方法控制自由振动的效果图

图１３ 犳＝０．４２６ｓ时Ｃ１方法控制自由振动的效果图

考虑滤波器群时延引起的时滞，将时滞量 犳增

大至００５４ｓ时，由图１２可以看出，Ｃ１方法有良好

的控制效果。说明在采用此低通滤波器的振动控制

系统中，考虑滤波器群时延引起的时滞，采用Ｃ１方

法，能取得良好控制效果。

由于系统中噪声信号频率的复杂性，假定需要

采用更高阶的低通滤波器，由此带来的群时延会更

大，当继续增大时滞量至０４２６ｓ时，由图１３可以看

出，Ｃ１方法对含输入时滞较大的振动控制系统仍

有良好的控制效果，在初始［０，０４２６ｓ］，控制前后

响应重合，在０４２６ｓ之后，开始有控制效果。由此可

见，控制力是在延迟了τ时刻之后作用到被控对象

并开始起控制作用的，这符合实际时滞系统控制器

的实现过程。
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以上仿真表明，在含输入时滞的智能梁的振动

控制系统中，速度加速度时滞反馈控制器能有效抑

制其自由振动，且当不考虑时滞的速度加速度反馈

控制失效时，速度加速度时滞反馈仍有良好的控制

效果，从而体现出该控制方法在采用加速度传感器

且存在输入时滞的振动主动控制系统中的潜在应用

价值。

 结 论

１）不含位移信号可避免状态反馈中两次数值

积分求位移信号时带来的累积误差。

２）考虑滤波器群时延导致的时滞问题，充分利

用采集到的时滞加速度信号设计速度加速度时滞

反馈控制器。

３）在存在输入时滞的振动控制系统中，速度

加速度反馈控制易于引起系统的不稳定，达不到应

有的控制效果，而速度加速度时滞反馈控制却能有

效抑制系统的振动。
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