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摘要 为避免人为选择平均周期和线性区间所带来的计算不准，在分析小数据量法计算最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的基

础方法之上，提出平均周期和计算最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数线性区域的确定方法。仿真算例表明，所提出的方法可以快

速便捷地实现小数据量法计算最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数。
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引 言

混沌信号的诊断及其特性的描述已经广泛地应

用于时间序列的分析中［１２］
。研究实际观测序列是否

具有混沌特性的常用方法是分析序列的最大Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ指数，当其为正时，认为系统具有混沌特性。

自Ｗｏｌｆ提出根据观测序列计算Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的方

法以来［３］
，至今在这方面比较成熟的算法还有Ｊａｃｏ

ｂｉａｎ法、ｐ范数法和Ｒｏｓｅｎｓｔｅｉｎ等提出的小数据量

法［４６］
。小数据量法相对于其他方法更具有对相空间

的嵌入维数、重建延时、观测噪声等鲁棒性，计算

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的同时，还可以得到关联维数等其他

混沌系统的重要特征量［７］
；但这种方法在计算过程

有些参数需要人为选择，不利于计算机快速计算。笔

者基于对混沌演化轨道的分析，提出了平均周期和

计算最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的线性区域确定方法，可快

速便捷地计算响应的最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数。

 小数据量方法计算最大┎┅┊┃┄┋
指数

设混沌时间序列为｛牨１，牨２，…，牨爫｝，嵌入维数

牔，时间延迟犳，则重构相空间

牁牏＝ （牨牏，牨牏＋犳，…，牨牏＋（牔－１）犳）∈ 爲
牔

（牏＝ １，２，…，爩）

其中：爫＝爩＋（牔－１）犳。

在重构相空间后，寻找给定轨道上每个点的最

邻近点，即

牆牐（０）＝ ｍｉｎ‖牁牐－ 牁牐‖

这里采用了限制短暂分离，即要求燏牐－牐

燏＞爮，

其中：爮为时间序列的平均周期；牆牐（０）为第牐个参考

点 牁牐和最近邻点牁牐的初始距离；‖·‖表示二范

数。那么最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数就可以通过基本轨道上

每个点的最邻近点的平均发散速率估计出来［５］
。

Ｓａｔｏ估计最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数
［８］为

犧１（牏，牑）＝
１

牑Δ牠

１

（爩－ 牑）∑
爩－牑

牐＝１

牆牐（牏＋ 牑）

牆牐（牏）
（１）

其中：牑为常数；Δ牠为样本周期；牆牐（牏）为基本轨道上

第牐对最邻近点经过牏个离散时间步长后的距离。

最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的几何意义是量化初始闭

轨道的指数发散和估计系统的总体混沌水平的量，

所以结合Ｓａｔｏ的估计式有

牆牐（牏）＝ 爞牐ｅ
犧１（牏Δ牠），爞牐＝ 牆牐（０）

将上式两边取对数得

ｌｎ牆牐（牏）＝ ｌｎ爞牐＋ 犧１（牏Δ牠）（牐＝ １，２，…，爩）

显然，最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数大致相当于上面这组

直线的斜率，它可以通过最小二乘法逼近这组直线

而得到，即

牪（牏）＝
１

Δ牠
〈ｌｎ牆牐（牏）〉 （２）

其中：〈·〉表示所有关于牐的平均值。
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 平均周期的确定

在计算最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数时，为了避免参考点

和最近邻点位于同一轨线上，采用限制短暂分离的

策略，参考点与其最近邻点的间隔应大于序列的平

均周期，Ｒｏｓｅｎｓｔｅｉｎ指出，平均周期可以通过功率谱

的平均频率的倒数估计出来［５］
。关于确定混沌序列

的平均周期问题，一直存在比较大的争议。一方面混

沌序列的功率谱理论上应该是连续谱，不存在比较

明显的周期；另一方面对于某些低维混沌吸引子确

实存在一定的伪周期性。笔者提出一种加权平均的

方法来计算平均周期。

设信号经过ＦＦＴ变换后对应于其频率牊１，牊２，

…，牊牕的幅值为爛１，爛２，…，爛牕，则其平均频率为

爡＝∑
牕

牏＝１

牊牏爛牏燉∑
牕

牏＝１

爛牏

相应的平均周期为

爮＝
１

爡
＝∑

牕

牏＝１

爛牏燉∑
牕

牏＝１

牊牏爛牏 （３）

 小数据量方法计算最大┎┅┊┃┄┋
指数线性区域的选择

传统小数据量法需要人为选择一段线性区域作

为计算最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的区域。笔者针对小数据

量法计算最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数过程中线性区域不易

寻找和计算的问题，提出用最大无波动区间作为其

线性区域，用最小二乘法进行直线拟合，求得该线性

区的斜率，即最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数。

最大无波动区间，即在序列ｌｎ牆牐（牏）中选取导数

波动在一定范围内的最大区间作为计算最大Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ指数的线性区域。对于ｌｎ牆牐（牏），若最大离散演

化步数（即ｌｎ牆牐（牏）数据长度）为牕，可设定初始线性区

域大小为牐＝２，初始线性区域起始位置牑＝１，然后按

下列步骤计算：

１）对 序 列 ｌｎ牆牐（牏）求 导 得 到 其 导 数 序 列

ｌｎ牆牐（牏）′；

２）取序列 ｌｎ牆牐（牏）′中 ｌｎ牆牐（牑）′，ｌｎ牆牐（牑＋１）′，

…，ｌｎ牆牐（牑＋牐）′构成新序列牫；

３）计算序列牫的平均值牃牤；

４）计算牫中每个元素与平均值之差牅；

５）如ｍａｘ（牅）＜犡成立，则认为ｌｎ牆牐（牏）从牑到牑＋

牐段数据满足线性区域要求，存储牔＝牐，牕＝牑；若

ｍａｘ（牅）＜犡不成立，则执行下一步；

６）如牑＋１＜牕－１－牐成立，则牑＝牑＋１，重复步

骤１～４；如牑＋１＜牕－１－牐不成立，则牑＝１，执行下

一步；

７）如牐＋１＜牕－１成立，则牐＝牐＋１，重复步骤

１～５；如牐＋１＜牕－１不成立，则结束程序。

因此对于ｌｎ牆牐（牏），牔为其最大线性区域大小，牕

为其最大线性区域起始位置。选取ｌｎ牆牐（牕），ｌｎ牆牐（牕

＋１），…，ｌｎ牆牐（牕＋牔）进行线性拟合，其斜率即为

最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数。

在计算过程中，当最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为正时，犡

可选牃牤燉１０（其波动不超过平均值的 １０％）；当最大

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为负时，犡可选００１左右。为了减小

计算量，线性区域初始大小可从牐＝牕燉１０开始计算。

 仿真算例

 平均周期算例

采用正弦信号对平均周期进行验证，设正弦波

如下

牨＝ ５ｓｉｎ（π牠燉２）＋ ２５ｓｉｎ（８π牠）＋ ｃｏｓ（２５π牠）

仿真时间取牠∈［０，１０］，步长取１燉１００，则上式

正弦信号的波形图和频谱图如图１所示。采用本研

究方法计算其平均周期为０３６ｓ。

图１ 平均周期确定仿真算例
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 线性区间选择算例

目前，Ｌｏｒｅｎｚ系统仍然被用于描述许多不同的

物理现象，例如激光装置、发电机组部件和一些与对

流相关的问题［９］
。若用牨表示对流流体运动，牪表示

水平温度变化，牫表示垂直温度变化，则无量纲

Ｌｏｒｅｎｚ方程
［１０］可写为

牨＝ 牃（牪－ 牨）

牪＝ 牅牨－ 牨牫－ 牪

牫

烅

烄

烆 ＝ 牨牪－ 牄牫

（４）

其中：牃和牅为相应的普朗特数和雷诺数；牄为几何

因子。

选取参数 牃＝１６，牄＝４，牅＝４５９２，采用四阶

ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ算法积分，积分步长为００１，积分初值

为［－１，０，１］。利用小数据量法计算系统的牨分量

最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为 １５０１５（文献［３］参考值为

１５，在本研究中嵌入维数牔根据Ｔａｋｅｎｓ定理和Ｃａｏ

方法选取，时间延迟根据互信息法选取），具体计算

参数见表１，线性区间选取的中间参数见图２。

图２ 线性区域选择仿真算例

表 ┄┇┃┏系统最大┎┅┊┃┄┋指数所选参数

延迟时

间犳

嵌入维

数牔
线性区间

平均周

期爮

最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数犧１

１０ ３ ［２６９４９９］ ０７１９ １５０１５

 ﹥┊┃系统混沌响应最大 ┎┅┊┃┄┋指数

计算

笔者仅选取经典方程进行参数验证，研究如下

具有负线性刚度的Ｄｕｆｆｉｎｇ方程

牨＋ 牅牨－ 牨＋ 牨
３
＝ 牊ｃｏｓ犽牠 （５）

给定牅＝０３和犽＝１２，令牊逐渐增加，系统运动

会出现多次倍周期分岔而产生混沌运动。应用笔者

提出的方法，采用Ｎｅｗｍａｒｋ犝法积分，积分步长为

００１，积分初值为 ０，利用小数据量法计算了 牊＝

０３２时混沌响应的最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为０７９４１。

具体计算参数见表２。

表 ﹥┊┃系统混沌响应最大┎┅┊┃┄┋指数所选参数

延迟时

间犳

嵌入维

数牔
线性区间

平均周

期爮

最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数犧１

２３ ４ ［１８３３７４］ ２６４５ ０７９４１

 结束语

为了快速便捷地计算序列的最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指

数，笔者提出了计算其参数平均周期的方法以及利

用最大无波动区间选取线性区域的方法，并通过

Ｌｏｒｅｎｚ系统和 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统混沌响应的最大 Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ指数计算验证了平均周期和线性区间选择方

法的正确性。
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