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摘要 针对车桥耦合振动影响自动化码头集装箱小车低架桥结构安全和使用效率的问题，基于双协调自由界面

模态综合法求解了车桥系统在轨道不平顺和轮对蛇形运动自激激励下的耦合振动时域响应，轨道不平顺时程通过

Ｓｈｉｎｏｚｕｋａ一元多维平稳随机过程模拟法从轨道谱生成。用量纲分析法推导了结构动力模型相似条件，设计了试验

模型，结合模型试验分析了铅芯橡胶支座、小车速度对车桥耦合振动响应的影响。模型试验与原型仿真结果相互验

证表明：模态综合求解车桥耦合振动响应的仿真方法合理；使用铅芯橡胶支座可有效减小车桥加速度响应和支柱

反力；车桥加速度响应随着小车速度的增大而增大，系统横向共振临界车速低于竖向车速，临界车速可由简支梁在

移动集中力作用下车桥共振条件来估算。
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引 言

车桥耦合振动问题的研究集中在铁路和轨道交

通领域，根据系统激励方式的不同，可分为自激激励

（如轨道不平顺、蛇形运动）耦合振动和外部激励（如

风载荷、地震载荷）耦合振动
［１］
。目前，车桥耦合振动

分析普遍采用空间分析模型，车辆多采用多刚体弹

簧阻尼离散系统模型，桥梁多采用有限元模型，通

过轮轨之间的协调关系组集成车桥系统模型，其时

变性通常在时域求解。

对车桥系统自激激励和轮轨相互作用关系的处

理方式主要有：ａ．不建立精确的轮轨接触分析模型，

以实测轨道不平顺和轮对蛇行运动规律假定轮轨之

间协调关系［２］
；ｂ．以实测或人工的构架蛇行波作为

系统输入，也不建立精确的轮轨模型
［３］
；ｃ．简化车轮

为锥形踏面，通过该踏面定义轮对的重力（角）刚度，

由此得轮轨间的相互作用力［２，４］
；ｄ．考虑轮轨间的蠕

滑作用，建立详细的轮轨相互作用模型，利用轮轨滚

动接触理论，用迭代法研究曲线车轮踏面与钢轨之

间的相对位置关系和相互作用力［１，５６］
。前２种方法

较简单，主要特征参数来自实测数据，可反映轮轨关

系的主要特征。第４种方法可以较准确地确定轮轨

接触点位置和相互作用力，但计算过程非常繁琐，需

建立轮轨踏面的精确几何模型，进行轮轨接触几何

参数的迭代计算；因此，若研究的侧重点不是轮轨接

触关系而是车桥系统振动响应时，可采用前３种方

法简化分析过程，提高计算效率。

模态综合法是现代大型复杂结构动力学分析的

有效方法之一。其中，自由界面模态综合法由于综合

效率高、便于与试验模态技术结合等优点，得到了最

广泛的应用并在方法上获得不断修正［７］
。模态综合

法的界面（力和位移）协调条件可近似满足轮轨之间

的协调关系，从而可将车辆、桥梁组集成一个整体系

统进行耦合振动分析［２，８］
，达到进一步缩减系统自由

度、提高计算效率的目的
［９］
。笔者基于双协调自由界

面模态综合法求解了自动化码头小车低架桥系

统［１０］在轨道不平顺和轮对蛇形运动自激激励下的

耦合振动响应，并运用结构模型试验验证了自激激

励耦合振动仿真结果。

 小车低架桥系统的耦合振动方程

 小车低架桥系统简介

自动化码头港口前沿装卸机械与后方堆场之间

的集装箱运输通常采用自动导航小车（ＡＧＶ）或集

装箱卡车，两者都存在成本太高且装卸效率低的问
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题。自动化码头试验线方案（见图１）提出了在码头前

沿与后方堆场之间构筑立体装卸系统，通过在低架

桥轨道上高速运行的电动小车来转送集装箱。低架

桥主要由桁架梁、支柱和支柱联杆等构件组成，支柱

和桁架梁之间或直接刚性连接（简称“全刚性支

撑”），或采用铅芯橡胶支座连接（简称“全柔性支

撑”）
［１０］
。小车低架桥系统的耦合振动是影响整个

装卸系统结构安全、使用效率及寿命的重要因素。

图１ 自动化码头试验线仿真图

 小车低架桥子结构模型

建立了小车低架桥的梁单元有限元模型（见图

２），将每一小车低架桥划分为自由界面子结构。未

建立轮轨模型，轮对、轨道自由度分别作为小车低

架桥子结构的界面自由度。

图２ 小车低架桥有限元模型

双协调自由界面模态综合法的基本步骤如下：

１）按结构的特点将整个结构分割成若干个子

结构，其子结构的界面完全自由（但原有的约束仍然

保留）。

２）采用前牑阶主模态集犎牑和剩余附着模态集

犑牆（犑牆的具体求法可参考文献［７］）组成子结构，假

设模态集犎进行第１次坐标变换，将子结构的运动方

程从物理坐标┿变换到模态坐标┺下

┷┺＋ ┭┺＋ ┵┺＝ ┰牐 （１）

其中：┰牐为界面力。

╄＝ 犎
Ｔ
╄犎，╄＝ ┷，┭，┵ （２）

物理坐标┿与广义坐标┺的变换关系为

┿＝
┿牏

┿
烅
烄

烆
烍
烌

烎牐
＝
犎牏牑 犑牏牆
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其中：下标牏，牐分别表示非界面、界面自由度；下标牑，

牆分别表示保留的主模态数和剩余附着模态数，显

然牆＝牐。

保留的主模态数通过引入误差指标爠由频率截

取准则确定。将各个子结构的特征对按升序排列，并

分成数目相等的阶数组（例如前１０阶、１１～２０阶、２１

～３０阶）。先用所有子结构第１组模态开始综合，再

用前２组、前３组，依此类推，因高阶频率的误差一般

总是比低阶的大，只需将第牕组综合得到的第牑阶特

征值牕
犽
２
牑，与第 牕－１组得到的值

牕－１
犽
２
牑进行比较，即

燏（
牕
犽
２
牑－

牕－１
犽
２
牑）燉

牕－１
犽
２
牑燏≤爠。预先设定误差指标爠的

值，满足上式即认为取子结构第牕组模态参与综合

可满足精度要求。

根据式（１）、式（３），模态对质量矩阵正则化，采

用瑞雷阻尼模型，任意一个小车子结构Ｖ在模态坐

标Ｖ
┺下的振动方程为

Ｖ
┷
Ｖ
┺＋

Ｖ
┭
Ｖ
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Ｖ
┵
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┺＝

Ｖ
┰牐 （４）

略去左上标，写成分块形式
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犑
Ｔ
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烌
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（５）

其中：牅＝犜┷＋犝┵，犜和 犝为瑞雷阻尼常数；牼牑牑＝

ｄｉａｇ（犽
２
牞），犽牞和犪牞（牞＝１，２，…，牞，…，牑）分别为子结构

第牞阶固有频率和振型阻尼比。

对于低架桥子结构，只需将式（４）、式（５）中左上

标Ｖ变为Ｂ即得其振动方程。铅芯橡胶支座采用等效

线性化模型［１１］
，其力学特性参数见表１。

表 铅芯橡胶支座的力学特性参数

型号 质量燉ｋｇ
竖向刚度燉

（Ｎ·ｍ
－１
）

等效水平刚度燉

（Ｎ·ｍ
－１
）

ＧＺＹ５００ ２２８ １９７２×１０９ １９１×１０
６

假定轨道与桁架梁间无相对位移，考虑轨道不

平顺和横向蛇行运动自激激励，则低架桥界面位

移为

Ｂ
┿牐＝

Ｂ
┿Ｖ牐＋ ┿ｈ牐＋ ┿ｓ牐 （６）

其中：
Ｂ
┿Ｖ牐为低架桥自身的界面节点位移；┿ｈ牐为轮对

蛇行运动位移；┿ｓ牐为轨道不平顺。

这样的处理与实际情况存在一定的偏差：实际

情况是小车在不平顺的轨道上蛇行运动，与低架桥

轮轨相互作用引起车桥耦合振动；式（６）表示小车在

无几何缺陷的理想平顺轨道上运动引起耦合振动。

将实测的或数值模拟的轨道不平顺和蛇行运动随机

位移叠加到低架桥子结构的界面位移上，则可利用

界面协调条件将小车子结构和低架桥子结构方便地
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耦合起来，从而避开了复杂的轮轨滚动接触迭代计

算，大大提高了计算效率。

 车桥系统的耦合振动方程

假设：ａ．车轮为刚体，始终与轨道接触，即车轮

不悬空；ｂ．小车和低架桥均作小位移振动；ｃ．不考虑

小车的纵向运动及其对低架桥振动和行车速度的影

响，根据界面协调条件组集车桥系统的耦合振动方

程。不失一般性，讨论一个小车子结构与低架桥子结

构耦合的情形。

小车、低架桥子结构的运动方程组集为
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┷
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＝

Ｖ
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┰

烅
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烆
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烌

烎牐
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由界面位移和界面力协调条件

Ｖ
┿牐＝

Ｂ
┿牐 （８）

Ｖ
┰牐＝－

Ｂ
┰牐 （９）

得到车桥系统的第２次坐标变换式为

┺牑

┰
烅
烄

烆
烍
烌

烎牐
＝

┙

－ ┓
－１
牆牆┓［ ］牑牑 ┺牑＝ ┤ｓｙｓ┺牑 （１０）

其中

┓牑牑＝

Ｖ
犎牐牑 －

Ｂ
犎牐牑

［ ］ 
（１１）

┓牆牆＝

Ｖ
犑牐牆 －

Ｂ
犑牐牆

［ ］┙ ┙
（１２）

┺牑＝
Ｖ
┺牑

Ｂ
┺［ ］牑

Ｔ
（１３）

┰牐＝
Ｖ
┰牐

Ｂ
┰［ ］牐

Ｔ
（１４）

从而得到小车低架桥系统耦合振动方程为

┝ｓｙｓ┺牑＋ ┓ｓｙｓ┺牑＋ ┛ｓｙｓ┺牑＝  （１５）

其中：┝ｓｙｓ，┓ｓｙｓ，┛ｓｙｓ用┤ｓｙｓ对式（７）中相应的质量、阻

尼、刚度矩阵作合同变换得到。

以上即双协调自由界面模态综合法的步骤 ３。

式（１５）为某时变系数的二阶微分方程组，采用

Ｎｅｗｍａｒｋ犝法求解。

 自激激励及其数值模拟

． 轨道不平顺的描述及数值模拟

描述轨道不平顺特性的最有效方法是对其进行

功率谱统计。铁科院根据郑武线高速试验段测试结

果，拟合出轨道谱
［１］为

爳（牊）＝
爛（牊

２
＋ 爜牊＋ 爞）

牊
４
＋ 爟牊

３
＋ 爠牊

２
＋ 爡牊＋ 爢

（１６）

其中：爳（牊）为功率谱密度函数；牊为轨道不平顺的

空间频率；爛，爜，爞，爟，爠，爡，爢为特征参数，取值参

考文献［１］。

笔者分析主要考虑左右轨的竖向高低不平顺和

横向轨向不平顺。将轨道不平顺近似为平稳随机过

程，考虑到轨道不平顺在不同方向上的弱相关性，用

Ｓｈｉｎｏｚｕｋａ一元多维平稳随机过程模拟法
［１２］根据式

（１６）模拟得左、右轨竖向和横向轨道不平顺沿纵向

（牨向）距离分布，如图３所示。对模拟所得轨道不平

顺数据做ＰＳＤ统计，仿真谱与式（１６）理论谱吻合良

好。其中，左轨竖向不平顺理论谱与仿真谱的对比如

图４所示。

图３ 左、右轨竖向与横向轨道不平顺曲线

图４ 左轨竖向不平顺理论谱与仿真谱的对比

． 蛇形运动及其描述

小车轮对几何蛇行运动规律可表达为［１］

┿ｈ牐＝牫ｈ（牨）＝爛ｈｓｉｎ
２π

爧ｈ
牨＋犺槏 槕ｈ ＝爛ｈｓｉｎ

２π爼

爧ｈ
牠＋犺槏 槕ｈ

（１７）

其中：爛ｈ为蛇行运动的振幅，在文献［１］中实测结果
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和小车轮轨最大间隙之间随机选取，即爛ｈ～爲（２５，

１２５）；爼为小车运行速度；犺ｈ为轮对的初相位，假定

为在 ０～２π范围均匀分布的随机相位角，即 犺ｈ～

爲（０，２π）；爧ｈ为蛇行运动的波长，考虑轮缘磨损程度

等诸多因素的影响，也按均匀分布的随机变量处理，

即爧ｈ～爲（爧ｗｍｉｎ，爧ｔｍａｘ）；爧ｗ为自由轮对的蛇行运动波

长；爧ｔ为考虑轮对在运动中受上部框架刚性约束时

的波长，具体计算公式参考文献［１］；随机变量牘～

爲（牃，牄）可由随机函数直接生成。

 车桥耦合振动响应结果分析

 低架桥竖向挠度和挠度冲击系数

车速为４ｍ燉ｓ单线运行时，在低架桥全刚性、全

柔性支撑下，小车在跨中时挠度最大，最大静挠度牪ｓ

分别为９８和１１８ｍｍ，最大动挠度牪ｄ分别为１０１

和１３１ｍｍ。其中全刚性支撑下低架桥最大静、动挠

度的对比如图５所示。

定义挠度冲击系数

１＋ 犨＝ 牪ｄ燉牪ｓ （１８）

其中：犨为挠度动力系数，犨＝（牪ｄ－牪ｓ）燉牪ｓ。

全刚性、全柔性支撑下的竖向挠度冲击系数分

别为１０３和１１１。使用铅芯橡胶支座会略增大竖向

冲击，但总的来说，车速为４ｍ燉ｓ时，竖向挠度冲击

系数较小。由于未考虑风载荷等外部激励，低架桥横

向挠度远小于竖向挠度。

图５ 全刚性支撑下低架桥竖向最大静、动挠度的对比

 车桥加速度响应

车速为４ｍ燉ｓ时，在低架桥全刚性、全柔性支撑

下，低架桥跨中节点、小车的竖向、横向加速度响应

最大值见表２。

表 车速│燉┈时车桥加速度响应最大值

位置

最大竖向加速度响应

牃牪ｍａｘ燉（ｍ·ｓ
－２
）

最大横向加速度响应

牃牫ｍａｘ燉（ｍ·ｓ
－２
）

全刚性 全柔性 全刚性 全柔性

低架桥 １５４０ １３２０ ０１６１ ０１１６

小车 ００６９ ００６３ ０２２０ ０２１１

由表２可知：ａ．铅芯橡胶支座可减小车桥加速

度响应，且对低架桥的效果较好，全柔性支撑与全刚

性支撑相比，低架桥的竖向、横向加速度最大值分别

减小了１４３％和２８０％，小车的分别减小了８７％和

４１％；ｂ．低架桥的横向加速度小于竖向的，而小车

则竖向加速度小于横向的，这是因为低架桥主要在

竖向承受小车（含满载集装箱）的移动重载和冲击，

而小车在横向上既有轨道不平顺激励又有轮对蛇形

运动激励，竖向上则仅轨道不平顺激励。

另外，使用铅芯橡胶支座还可明显减小支柱反

力，但并不能改变车桥加速度响应时程曲线的形态，

因为铅芯橡胶支座布置在桁架梁与支柱连接处，仅

在局部上改变低架桥结构。全刚性支撑下车桥横向

加速度响应时程曲线如图６所示。

图６ 小车速度４ｍ燉ｓ时车桥横向加速度响应时程曲线

 小车速度对耦合振动响应的影响

讨论低架桥全刚性支撑时的情形，低架桥位移

响应最大值、小车加速度响应最大值随小车速度的

变化规律如图７所示。
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图７ 低架桥位移响应、小车加速度响应最大值随车速

的变化

图７中的结果可用简支梁在移动集中力载荷作

用下车桥共振条件［１］解释：

１）简支梁的第１种竖向共振反应是由于荷载列

的周期性间隔加载引起的；第２种竖向共振反应是

由于荷载相对梁跨的移动速度引起的。集装箱小车

不同于列车，不存在第１种竖向共振。第２种竖向共

振条件可表示为

爼ｂｒ＝ ２牊ｂ牕爧ｂ燉牕 （１９）

其中：爼ｂｒ为引起桥梁共振的小车临界速度；牊ｂ牕为桥

梁的第牕阶竖向固有频率；爧ｂ为桥梁跨度；乘子牕＝

１，２，…。

２）桥梁在移动荷载作用下的第２种横向共振反

应是车辆在轨道上运行时由轨道不平顺或轮对蛇形

运动激发的横向摇摆力所形成的周期性加载引起

的。其表达式为

爼ｂｒ＝ 牊ｂ牕爧ｓ燉牏 （牕＝ １，２，…；牏＝ １，２，…）

（２０）

其中：牊ｂ牕为桥梁的第牕阶横向固有频率；爧ｓ为轨道不

平顺的主波长或蛇形运动的主波长；乘子 牏＝１，２，

…。

３）由桥梁挠度引起车辆共振的临界速度可用

下式估算

爼ｂｒ＝ 牊ｖ爧ｂ （２１）

其中：牊ｖ为车辆固有频率。

由式（１９）得引起低架桥竖向共振的小车临界速

度约为５００，２５０，１６７，１２５，１００，８３ｍ燉ｓ…，均远远大

于小车实际运行速度，因此小车低速运行时低架桥

不会发生明显的竖向共振。

由图７（ｂ）可知，第２种横向共振决定低架桥横

向振动，由于轨道不平顺波长范围为 ００２～８０ｍ，

蛇形运动的波长为 １４４～３０１ｍ，且均为随机过

程，用式（２０）估计存在困难，但从图中可看出，４ｍ燉ｓ

附近存在一个共振峰，说明轨道不平顺短波长对低

架桥横向振动影响较大。

由式（２１）得小车竖向共振临界车速约为 １５０

ｍ燉ｓ，横向共振临界车速约为９０ｍ燉ｓ，这从图７（ｃ，ｄ）

中可得到印证。随着车速的增大，小车的加速度响应

逐渐增大，说明车速对小车共振起决定作用。

 结构模型试验验证

 结构动力模型相似条件与试验模型设计

采用力、长度和时间基本量纲系统，根据π定理

用量纲分析法推导了结构动力模型相似条件，主要

物理量的相似条件见表３。在考虑了经济性和试验条

件等因素后，确定模型的几何相似常数牅牓＝１燉３０，模

型材料选择与原型相同的材料，则牅爠＝１，重力加速

度的相似比牅牋＝１（即牅牃＝１），则可得相似常数（模型燉

原型）见表３。

从表３可知，不满足牅犱＝３０的相似条件，可采用

在模型上均匀地附加配重来近似。在模型设计中，尽

可能使各杆件截面面积和截面惯性矩均符合相似条

件；轮轨间间隙满足几何相似比；用环形橡胶弹簧模

拟铅芯橡胶支座，尽可能使力学特性参数满足相似
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条件。原型仿真和模型试验的经相似比换算后的低

阶固有频率误差不超过１０％，可知模型基本满足几

何 相似、运动相似和动力相似，模型实物如图 ８

所示。

表 结构动力模型试验部分物理量的相似条件

物理量 量纲 相似条件 相似常数

长度牓 ［Ｌ］ 牅牓 １燉３０

质量牔 ［ＦＬ
－１
Ｔ
２
］ 牅牔＝牅犱牅

３
牓 １燉３０

２

刚度牑 ［ＦＬ
－１
］ 牅牑＝牅爠牅牓 １燉３０

阻尼牅 ［ＦＬ
－１
Ｔ］ 牅牅＝牅爠牅牓

３燉２
１燉３０

３燉２

密度犱 ［ＦＬ
－４
Ｔ
２
］ 牅犱＝牅爠燉牅牓 ３０

时间（周期）爴 ［Ｔ］ 牅牠＝牅牓
１燉２

槡１燉 ３０

速度牤 ［ＬＴ
－１
］ 牅牤＝牅牓

１燉２
槡１燉 ３０

加速度牃 ［ＬＴ
－２
］ 牅牃＝牅爠燉（牅犱牅牓） １

图８ 低架桥和铅芯橡胶支座模型实物图

 模型试验结果与原型仿真结果的对比

全刚性、全柔性支撑形式下，小车低架桥自激

激励耦合振动加速度响应模型试验最大值与原型仿

真最大值的对比见表４。其中，模型试验小车速度约

０７３ｍ燉ｓ（对应原型小车速度４ｍ燉ｓ）时，全刚性支撑

形式下所测得的低架桥小车横向加速度响应时程

曲线如图９所示。

表 小车低架桥自激激励耦合振动加速度响应最大值模型试验与原型仿真结果对比

原型小车

速度燉（ｍ·ｓ
－１
）

低架桥

支撑形式

低架桥加速度最大值燉（ｍ·ｓ
－２
） 小车加速度最大值燉（ｍ·ｓ

－２
）

竖向 横向 竖向 横向

试验 仿真 试验 仿真 试验 仿真 试验 仿真

４

全刚性 ２０５ １５４ ０１５ ０１６ ０２６ ００６９ ０３２ ０２２０

全柔性 １３７ １３２ ０１４ ０１２ ０２２ ００６３ ０２９ ０２１８

６

全刚性 ２０７ １６０ ０２０ ０２０ ０３８ ０１２９ ０６１ ０４１０

全柔性 １７０ １３４ ０１６ ０１５ ０４１ ０１２６ ０４８ ０３９７

８

全刚性 ２２３ １６５ ０１９ ０２４ ０４９ ０２２３ ０８１ ０６３４

全柔性 １８０ １３８ ０１８ ０２０ ０５５ ０２３８ ０７３ ０５７６

图９ 模型试验车桥横向加速度响应时程曲线

由表４可见，试验加速度响应最大值和仿真结

果符合得较好，仅小车竖向加速度在数值上误差稍

大；车桥加速度响应基本上随小车速度的增大而增

大；全柔性支撑时的车桥加速度响应普遍小于全刚

性支撑，说明铅芯橡胶支座可有效减小车桥耦合振

动加速度响应。对比图９和图６可见，试验所得车桥

加速度响应波形分别与对应的仿真波形也较吻合。

原型仿真与模型试验相互验证，说明模型试验设计

合理，所用仿真方法正确有效。

模型试验与仿真之间的误差主要在于：ａ．试验

模型并不一定能严格地满足相似条件，如使用环形

橡胶弹簧模拟铅芯橡胶支座，通过附加配重来满足

密度相似比就会引入误差；ｂ．模型主要为焊接加

工，存在较大加工误差和残余变形；ｃ．仿真计算中使

用铁路轨道不平顺谱近似描述小车低架桥轨道不

平顺；ｄ．小车速度的控制精度也会造成一定的误差

等。可以看出，误差产生的主要原因来源于结构模型

试验方法本身，即要想得到较精确的结果就必须采

用较大尺寸模型，制作得更加精细，从而更满足相似

条件，这与结构模型试验的最大优点经济性恰恰是

矛盾的。
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 结 论

１）车桥自激激励耦合振动加速度响应的模型

试验与原型仿真结果相互验证，说明笔者基于双协

调自由界面模态综合法求解车桥耦合振动响应的方

法合理，并且将结构模型试验应用于车桥耦合振动

问题研究是可行的。

２）使用铅芯橡胶支座可减小车桥加速度响应、

支柱反力，会略微增大低架桥竖向挠度。

３）在整体趋势上，车桥耦合竖向响应、横向加

速度响应随着小车速度的增大而增大，低架桥横向

位移则相反；小车低架桥系统横向共振临界车速低

于竖向的，临界车速可由简支梁在移动集中力作用

下车桥共振条件估算。
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