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摘要 以模态置信度矩阵（ｍｏｄａｌａｓｓｕｒａｎｃｅｃｒｉｔｅｒｉｏｎ简称ＭＡＣ）、Ｆｉｓｈｅｒ信息阵和振型误差为优化准则，采用整数

编码遗传算法，探讨了模态挠度法应用中的有限元模型修正和模态挠度计算的传感器优化配置问题。与常用的平

分法、有效独立法及基于ＱＲ分解的逐步累积法比较，优化配置结果表明，整数编码遗传算法优于上述３种方法。
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引 言

随着试验模态分析技术的发展，出现了仅有输

出 响应的运行模态分析技术（ｏｐｅｒａｔｉｏｎａｌｍｏｄａｌ

ａｎａｌｙｓｉｓ，简称ＯＭＡ）
［１２］
。基于此技术，笔者以桥梁

承载力的快速评定为目标，提出了基于不中断交通

运行模态分析的模态挠度法。在该方法应用中，常需

对试验振型数据拟合而获得桥梁两侧的试验振型曲

线，应用于模态挠度的计算。同时，还需利用试验模

态参数修正桥梁的有限元模型，实现各阶试验振型

的精确质量归一化。

要优化配置传感器，首先，须确定合理的优化准

则，目前模型修正的优化准则很多
［３］
，如ＭＡＣ矩阵

和Ｆｉｓｈｅｒ信息阵等；其次，还须选用适当的优化方

法，非线性规划法、序列法等较常用的优化方法都容

易陷入局部最优解，而遗传算法
［４６］等则不易陷入局

部最优解。笔者以江苏省沿海高速中通扬运河大桥

的有限元模型为对象，采用整数编码遗传算法，分别

研究了动态测试中关于桥梁有限元模型修正和模态

挠度计算的传感器优化配置问题。

 传感器优化配置的数学模型

设结构的有限元模型中，可能配置传感器的节

点为爫个，构成节点集合爮＝｛牘１，牘２，…，牘爫｝。设集

合爮中的节点牘牕有牑牕个可测自由度（牕＝１，２，…，

爫），则可构成一个有爦＝牑１＋牑２＋…＋牑牕个可测自

由度的集合牀。依据某种或多种优化准则，从集合牀

中寻找牞个自由度牨１，牨２，…，牨牞，使其关于优化准则

的量化指标值最优，则可认为自由度牨１，牨２，…，牨牞是

动态测试中牞个传感器的最优配置；因此，传感器优

化配置问题可表述为如下的优化问题

ｍａｘ爡（牨１，牨２，…，牨牞）

ｓ．ｔ．牨牕
烅
烄

烆 ∈ 牀
（１）

（牕＝１，２，…，牞；牨１，牨２，…，牨牞互不相等）

其中：爡（牨１，牨２，…，牨牞）是由牞个互不相同的自由度

牨１，牨２，…，牨牞确定的函数。

若每个自由度都用一个正整数表示，则可设可

测自由度集合牀＝｛１，２，…，爦｝，从而传感器优化配

置问题可转化为如下的组合优化问题

ｍａｘ爡（牨１，牨２，…，牨牞）

ｓ．ｔ．１≤ 牨牕
烅
烄

烆 ≤ 爦
（２）

（牕＝ １，２，…，牞；牨１，牨２，…，牨牞互不相等）

其中：爡（牨１，牨２，…，牨牞）是由互不相等的牨１，牨２，…，牨牞

表示的牞个互不相同的自由度确定的函数。

 模型修正的传感器配置的评价指标

ＭＡＣ是衡量振型线性独立性的最好工具
［７］
。设

配置了传感器的自由度为测试自由度，计算振型犎
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在测试自由度上的子集犎牞为测试自由度振型。设模

态置信度矩阵﹢﹤＝（ｍａｃ牘牚），则其元素ｍａｃ牘牚定义为

ｍａｃ牘牚＝ （犗
Ｔ
牞牘犗牞牚）

２
燉［（犗

Ｔ
牞牘犗牞牘）（犗

Ｔ
牞牚犗牞牚）］ （３）

其中：犗牞牘和犗牞牚分别为第牘和牚阶测试自由度振型。

ＭＡＣ非对角元越小，则各阶振型独立性越好，

传感器配置效果越好；因此，可定义ＭＡＣ非对角元

的大小作为传感器配置效果的一个评价指标。

在实际测试中，需利用有限的传感器保持尽可

能多的线性无关信息，以获得广义坐标牚的最佳估

计。若此过程为无偏有效估计，则由牚估计偏差的最

小协方差矩阵可定义Ｆｉｓｈｅｒ信息阵
［８］

┡＝ 犎
Ｔ
牞犎牞 （４）

定义Ｆｉｓｈｅｒ信息阵指标为┡的Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数

‖┡‖爡＝‖犎
Ｔ
牞犎牞‖爡，则范数‖┡‖爡越大，模态向

量的线性无关性越好，传感器配置的效果越好。

 模态挠度计算传感器配置评价指标

设桥梁各侧节点的第牔阶归一化计算振型为

犗爛牔，牔＝１，２，…，爩。利用三次样条插值法，对各侧传

感器的振型数据拟合，得到的归一化拟合振型称为

试验振型，表示为犗爠牔。计算振型犗爛牔与试验振型犗爠牔的

误差┢牔＝燏犗爛牔－犗爠牔燏为一向量。各阶振型误差┢牔越

小，则传感器的配置越好；因此，可利用各阶振型误

差┢牔作为量化指标，评价传感器配置的优劣。

 模型修正的传感器配置的常用方法

平分法是进行桥梁模态试验时传感器配置的一

种常用方法。把桥梁中跨和两个边跨进行平分，将传

感器配置在其两侧的平分点。

有效独立法［９］是目前传感器配置中影响最广泛

的一种方法。它从所有可测自由度出发，利用模态振

型矩阵形成Ｆｉｓｈｅｒ信息阵，按照各可测自由度对目

标模态矩阵独立性的贡献排序，依次删除对其秩贡

献最小的可测自由度，从而优化Ｆｉｓｈｅｒ信息阵而使

感兴趣的模态向量尽可能保持线性无关。这种方法

确定的模态线性独立性是模态参数的最佳估计。

基于ＱＲ分解的逐步累积法
［１０］
，能同时兼顾模

态向量的正交性和模态参数的估计。它通过ＱＲ分

解选择计算振型犎中具有较大范数的一组行向量对

应的可测自由度后，再不断地从剩余自由度中选取

一个使 ＭＡＣ矩阵非对角元最小的加到优化配置

中，直至测试自由度数目或ＭＡＣ矩阵非对角元达

到预设值为止。

 整数编码遗传算法的步骤

整数编码遗传算法应用于传感器优化配置问

题，即组合优化问题，其主要运行步骤的流程如图１

所示。

图１ 整数编码遗传算法流程图

 染色体的编码与解码

遗传算法常用的编码方法是用二进制符号串表

示个体，代表配置传感器的一组自由度。但一般情况

下，集合牀的元素个数不会是２的整数倍，很难利用

二进制编码来表示牀。为了解决此困难，笔者采用整

数对集合牀进行编码。

若每个节点的可测方向都为牓个，则结构共有

爦＝牓爫个可测自由度。用整数对其编码，构成可测自

由度集合牀＝｛１，２，…，爦｝。现从牀中选择牞个自由

度牨１，牨２，…，牨牞配置传感器，则自由度牨牕（牕＝１，２，

…，牞）对应的节点及可测方向的解码方法为：设牨牕＋牓

－牓除以牓后得到的商为牋，余数为牎，则由自由度牨牕确

定的节点为牘牋，其可测方向为第牎＋１个可测方向。

通扬运河大桥的有限元模型中各侧有１３４个节

点，两侧共２６８个节点，用整数表示，得到节点集合

爮＝｛１，２，…，２６８｝。因每个节点通常只测量牫方向的

平动，则可得２６８个自由度的集合牀。现用整数对牀

编码，得自由度集合牀＝｛１，２，…，２６８｝。从牀选择牞

个自由度牨１，牨２，…，牨牞配置传感器，则自由度牨牕（牕＝

１，２，…，爫）对应节点牨牕，方向为牫方向的平动。

 个体评价方法的确定

为了同时保证试验模态向量良好的正交性和测

试自由度对桥梁结构待识别参数有较佳的估计，同

时以ＭＡＣ矩阵和Ｆｉｓｈｅｒ信息阵为优化准则，对模型

修正中的传感器配置进行优化，步骤如下：

１）对可测自由度的计算振型犎
Ｔ列主元ＱＲ进

行分解，获取犎中范数较大的一组行向量犎爩×爩，实现

Ｆｉｓｈｅｒ信息阵对传感器的优化配置。此时，矩阵犎可

分成两个矩阵犎爩×爩和犎（爫－爩）×爩。

２）利用整数编码遗传算法，通过适应度函数爡１

或爡２，获取矩阵犎（爫－爩）×爩中牞－爩个行向量，与犎爩×爩
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中的牔个行向量，组成牞个传感器对应的牞个行向

量，使其对应的 ＭＡＣ矩阵非对角元最小化，实现

ＭＡＣ矩阵对传感器的优化配置。其中爡１和爡２满足

爡１（牨１，牨２，…，牨牞）＝ １－ Ｍａｘ
牘≠牚
｛ｍａｃ牘牚｝ （５）

爡２（牨１，牨２，…，牨牞）＝ １－ Ｒｍｓ
牘≠牚
｛ｍａｃ牘牚｝ （６）

其中：爡１和爡２为最大化的适应度函数。

为了优化模态挠度计算的传感器配置，设桥梁

两侧节点的振型误差┢牔＝（牜牔１，牜牔２，…，牜牔爫），牔＝１，

２，…，爩。由振型误差的最小化定义如下最大化的适

应度函数

爡３（牨１，牨２，…，牨牞）＝－∑
爩

牔＝１
∑
爫

牕＝１

燏牜牔牕燏 （７）

 遗传算子的设计

使用下列３种遗传算子：ａ．选择算子，采用轮盘

赌选择，使用最优保存策略
［１１］
；ｂ．交叉算子，使用部

分匹配交叉（ＰＭＸ）
［１１］
；ｃ．变异算子，使用基本位变

异［１１］
。其中部分匹配交叉的采用是为了防止交叉运

算可能会导致多个传感器配置在同一自由度。

 整数编码遗传算法的应用

 通扬运河大桥简介

通扬运河大桥分左右两幅，每幅由一个主桥和

两个副桥组成，其中右幅主桥由（７７０３＋１００＋

５９３）ｍ的预应力砼连续梁构成，如图２（ａ）所示。根

据该桥的物理、材料和几何特性，采用软件 ＭＳＣ．

Ｐａｔｒａｎ，建立其有限元模型，如图２（ｂ）所示。其中节

点总数为 ５７８２个，单元总数为 ５５７０个，梁单元

（Ｂａｒ２）为１３３个，体单元（Ｈｅｘ８）为２８８个，板壳单元

（Ｑｕａｄ４）为５１４９个，ＭＰＣ（ＭｕｌｔｉｐｌｅＰｏｉｎｔＣｏｎｓ

ｔｒａｉｎｔｓ）单元为７２个。桥梁各侧的节点数都为１３４

个。该模型的前１０阶模态振型中有６阶竖向振型。

 在模型修正传感器优化配置中的应用

为了使振型匹配良好，修正准确的桥梁有限元

模型，取牞＝２０个自由度配置传感器。以ＭＡＣ矩阵

和Ｆｉｓｈｅｒ信息阵为优化准则，爡１和爡２为适应度函

数，分别探讨整数编码遗传算法在传感器优化配置

中的应用。其中群体大小爳＝１００，进化代数爼＝１００，

交叉概率爮牅＝０．８，变异概率爮牔＝０．０１，结果如表１

所示。爡１和爡２的进化曲线分别如图３所示。为了比

图２ 通扬运河大桥右幅主桥的总体图和有限元模型

图３ 整数编码遗传算法的适应度函数进化曲线

较，也采用ＤＥＭ 法、ＥＩ法和ＣＭＱＲ法对传感器进

行优化配置，结果如表２所示。其中：Ｍａｘ，Ｒｍｓ和

Ｍｅａｎ分别为ＭＡＣ矩阵非对角元的最大值、均方根

和平均值；‖┡‖爡为Ｆｉｓｈｅｒ信息阵的范数。４种方法

的ＭＡＣ矩阵的三维柱状图和传感器的优化配置图

分别如图４和图５所示，图中７，８，９，１０代表通扬运

河大桥的４个桥墩。

由表１和图４知，采用整数编码遗传算法，分别

利用适应度函数爡１和爡２所获得的传感器优化配置，

既可保证试验模态向量良好的正交性，又可使模态

参数的估计达到较优。

由表２和图４知，采用ＣＭＱＲ法获得的传感器

优化配置，也能保证试验模态向量良好的正交性，又

可使模态参数的估计达到较优。比较表１和表２的结
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表 整数编码遗传算法的传感器优化配置和相应指标

函数 传感器的最优配置 Ｍａｘ Ｒｍｓ Ｍｅａｎ ‖┡‖爡（×１０
－６
）

爡１
－１２４，－１２６，－８５，－６１，－３６，－１５，２３，５４，８３，１０９

－１２７，－１０８，－８１，－５１，－１９， １５，３６，６１，８３，１０５
０．５５４９ ０．１５２０ ０．０７０７ ６．４２５６

爡２
－１２７，－１０６，－７１，－３６，－１５， ２３，４６，６５，８３，１０７

－１２７，－１０８，－８１，－５０，－１９， １５，３６，５１，８３，１０９
０．５８２１ ０．１４８２ ０．０７０１ ６．５３５６

表 种常用方法的传感器优化配置和相应指标

方法 传感器的最优配置 Ｍａｘ Ｒｍｓ Ｍｅａｎ ‖┡‖Ｆ（×１０
－６
）

ＤＥＭ
－１２７，－１００，－７５，－５０，－２５， ０，２５，５０，７９，１０９

－１２７，－１００，－７５，－５０，－２５， ０，２５，５０，７９，１０９
０．７７８３ ０．１７５７ ０．０６５６ ７．１７４０

ＥＩ
－１０６，－１０４，－８１，－３４，－１１， －９，２１，２３，８８，９０

－１０６，－１０４，－８１，－３４，－９， －７，２３，２５，８６，８８
０．８１０５ ０．１８６８ ０．０７４７ １１．８２６３

ＣＭＱＲ
－１２７，－１０６，－８０，－５５，－３６，－１５，２３，５３，８３，１０９

－１２７，－１０８，－８１，－５０，－１９， １５，４０，６２，８３，１０９
０．５６７４ ０．１５３６ ０．０７１９ ６．７３０３

图４ 不同方法的传感器优化配置对应的ＭＡＣ矩阵

图５ 不同方法对应的传感器优化配置图
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果，都同时以ＭＡＣ矩阵和Ｆｉｓｈｅｒ信息阵为优化准

则，整数编码遗传算法比ＣＭＱＲ法能获得更优的传

感器优化配置。

由表１和表２知，相比整数编码遗传算法，ＤＥＭ

法和ＥＩ法传感器优化配置的试验模态向量的正交

性较差。虽然ＥＩ法的‖┡‖爡较大，但由图５可知，

ＥＩ法出现了几组距离很小的传感器。

 在模态挠度计算传感器优化配置中的应用

为了评价模态挠度计算的传感器优化配置的优

劣，利用桥梁有限元模型两侧节点的各阶计算振型

犗爛牔和振型误差┢牔两向量的最大值Ｍａｘ爛牔与Ｍａｘ爲牔、

均方根Ｒｍｓ爛牔与Ｒｍｓ爲牔、平均值Ｍｅａｎ爛牔与Ｍｅａｎ爲牔，

牔＝１，２，…，爩。定义如下的评价指标

Ｍａｘ牔＝
Ｍａｘ爲牔

Ｍａｘ爛牔
× １００％，Ｒｍｓ牔＝

Ｒｍｓ爲牔

Ｒｍｓ爛牔
×１００％，

Ｍｅａｎ牔＝
Ｍｅａｎ爲牔

Ｍｅａｎ爛牔
× １００％

为了使两侧传感器的振型数据拟合出精确的振

型曲线，每侧配置１９个传感器，其中１个为参考点。

因模态挠度法只需前６阶竖向振型即可获得高精度

的模态挠度，因此针对前６阶竖向振型，以爡３为适应

度函数，取爳＝１００，爼＝１００，爮牅＝０．８，爮牔＝０．０１，探

讨整数编码遗传算法在模态挠度计算的传感器优化

配置中的应用，结果如表３所示。为了便于比较，采

用ＤＥＭ法分别对１９和２５个传感器进行配置，结果

分别如表４和表５所示，传感器的配置图如图６所

示。表３～表５中“燉”两侧的数据分别表示各阶内外

侧振型对应的评价指标值。

由表３知，每侧取１９个传感器，采用整数编码遗

传算法，利用适应度函数爡３获得传感器优化配置，

其振型数据已能拟合出桥梁两侧较精确的振型曲

线。由表４知，取１９个传感器，采用平分法获得的传

感器优化配置，其振型数据拟合出的桥梁两侧的振

型曲线误差较大。由表５知，取２５个传感器，采用平

分法获得的传感器优化配置，其振型数据也能拟合

表 整数编码遗传算法



个传感器优化配置的相应指标

牔 Ｍａｘ牔 Ｒｍｓ牔 Ｍｅａｎ牔 牔 Ｍａｘ牔 Ｒｍｓ牔 Ｍｅａｎ



牔

１ ０．９８燉０．７９ ０．５７燉０．４５ ０．２８燉０．２６ ４ ０．８７燉１．０１ ０



．６６燉０．７８ ０．６３燉０．８１

２ ０．９０燉０．７５ ０．５７燉０．４７ ０．３４燉０．３８ ５ ０．９１燉１．５７ ０



．８１燉１．３１ ０．７７燉０．９７

３ ０．９７燉０．８０ ０．７１燉０．６９ ０．４６燉０．４９ ６ ２．５２燉２．６３ １．５９燉１．５６ １．３８燉１．３５

表 平均法



个传感器优化配置的相应指标

牔 Ｍａｘ牔 Ｒｍｓ牔 Ｍｅａｎ牔 牔 Ｍａｘ牔 Ｒｍｓ牔 Ｍｅａｎ



牔

１ ０．５８燉０．６２ ０．４７燉０．４９ ０．２７燉０．２７ ４ ３．２３燉３．３４ １



．８０燉１．８６ １．３８燉１．４５

２ ０．９６燉０．８９ ０．６４燉０．６０ ０．４６燉０．４６ ５ ２．９８燉３．３０ １



．８２燉１．９３ １．３９燉１．４３

３ ２．７０燉２．７９ １．４９燉１．４９ ０．８９燉０．９０ ６ ７．９０燉８．２３ ４．５１燉４．４８ ２．７７燉２．９４

表 平均法



个传感器优化配置的相应指标

牔 Ｍａｘ牔 Ｒｍｓ牔 Ｍｅａｎ牔 牔 Ｍａｘ牔 Ｒｍｓ牔 Ｍｅａｎ



牔

１ ０．３８燉０．４３ ０．２８燉０．３１ ０．１５燉０．１６ ４ ２．２０燉２．４１ １



．１０燉１．２０ ０．７０燉０．７５

２ ０．５３燉０．６０ ０．３２燉０．３５ ０．２４燉０．２５ ５ ２．０３燉２．４４ １



．２９燉１．４３ １．０１燉１．０４

３ １．７７燉１．９５ ０．８７燉０．９５ ０．５１燉０．５３ ６ １．９０燉２．３７ １．４７燉１．６４ １．２１燉１．３５

图６ 不同方法的传感器优化配置图
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出桥梁两侧较精确的振型曲线；但相对整数编码遗

传算法，增加了１２个传感器，即增加了２组试验，从

而增加了试验时间和试验成本。

 结 论

１）采用整数对自由度集合编码，解决了二进制

编码难以对自由度集合进行编码的问题。同时，采用

了部分匹配交叉，防止了交叉运算可能会导致多个

传感器配置在同一自由度。

２）同时以ＭＡＣ矩阵和Ｆｉｓｈｅｒ信息阵为优化准

则，传感器的优化配置既可保证试验模态向量良好

的正交性，又对测量数据的抗噪能力及模态参数的

估计达到较优。以各阶振型误差为优化准则，利用少

数传感器的振型数据即可拟合出桥梁两侧较精确的

振型曲线。

３）将整数编码遗传算法与 ＤＥＭ 法、ＥＩ法和

ＣＭＱＲ法进行了比较。针对模型修正的传感器优化

配置，取２０个传感器，优化结果表明，遗传算法优于

ＤＥＭ法、ＥＩ法和ＣＭＱＲ法。针对模态挠度计算的

传感器优化配置，采用遗传算法和ＤＥＭ 法对传感

器配置进行了优化。优化结果表明，遗传算法优于

ＤＥＭ法。
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