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摘要 根据工程上常见的非平稳随机信号可预测性差、波形不规则等特点，在研究和总结现有端点延拓方法的基

础上，提出了一种实用的端点效应抑制方法——极值平移法。该方法以信号端点及其附近极值的特征作为延拓依

据，分别在信号两端各添加 ２个极大值点和 ２个极小值点，以此达到抑制端点发散的目的。仿真信号和实测响应的

分解结果表明，该方法计算效率高，可有效减轻端点效应对经验模态分解（ＥＭＤ）结果的影响。
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引 言

ＨｉｌｂｅｒｔＨｕａｎｇ变换（ＨＨＴ）是 ２０世纪 ９０年代

后期发展起来的一种时频分析方法［１］
，该方法先将

信号进行经验模态分解（ＥＭＤ），产生一组具有不同

特征时间尺度的本征模函数（ＩＭＦ），然后再对每一

个 ＩＭＦ分别作 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换，得到 Ｈｉｌｂｅｒｔ谱，该谱

能够比较准确地描述信号的能量随时间和频率的变

化规律。ＨＨＴ不受 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换理论的束缚，已被

应用于结构健康监测与损伤识别［２］
、机械故障诊

断［３］和气象科学［４］等领域的研究，并显示出了独特

的优点。

ＥＭＤ通过多次筛选过程来逐个提取 ＩＭＦ，在

每一次筛选中，都要根据信号的局部极值点采用三

次样条曲线分别拟合上、下包络线。但是由于信号的

长度有限，端点之外的极值无法确定，因此在用样条

曲线拟合时，包络线在端点附近常常会出现幅值很

大的现象，称之为端点效应。对于信号的高频 ＩＭＦ

分量，时间尺度小，极值点间距离小，端点效应仅局

限在信号两端较小的部分；而对于低频 ＩＭＦ分量，

时间尺度大，极值点间的距离大，端点效应会传播到

信号的内部。随着ＥＭＤ的不断筛选，端点效应就不

断地向内扩散，尤其是当信号比较短时，会严重影响

ＩＭＦ的质量，使得分解结果无实际的物理意义；因

此，需要研究合适的方法来抑制样条拟合时的端部

发散现象，同时又要尽量避免扭曲信号的端部特征。

 现有端点延拓方法

端点效应的抑制主要在两方面：一是采用其他

类型的样条函数，这种方式虽然可以在一定程度上

抑制端部发散，但其他样条函数的插值性能通常比

三次样条差，一般很少采用；二是对信号或其极值向

边界点外延拓，这是目前解决端点效应最行之有效

的方式。Ｈｕａｎｇ等针对端点效应提出了在信号两端

增加两组“特征波”的办法延拓，近年来国内外也有

不少学者对此问题进行了研究。

文献［５］提出了一种利用神经网络技术对给定

信号外延的算法。该算法对大多数信号特别是短信

号具有比较好的端点抑制效果，其不足之处是神经

网络的学习过程需要的时间较长，大大影响了ＥＭＤ

的分解速度，不适合实时信号处理。

文献［６］提出镜像延拓法，该方法的优点是只需

对原始信号进行一次性延拓，在处理周期信号时能

够取得较理想的效果；但当信号边界处有较强的不对

称性时，需要截去一部分数据，把镜面放在具有对称

性的极值处，以便获得最佳效果，故不适用于短信号。

此外，还有应用 ＡＲＭＡ模型
［７］
、ＡＲＩＭＡ 模

型［８］
、Ｖｏｌｔｅｒｒａ模型

［９］和多项式拟合［１０］等处理端点

效应，这些方法在很大程度上改善了 ＥＭＤ的分解

质量，对于多数信号，如果应用适当，基本可获得较

高的精度，但依然存在一些问题。首先，各种方法的

延拓结果因人而异，很难保证分解的统一性，即使利
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用同一种方法，也可能得到不同的结果；其次，对于

随机性很强的非平稳信号，不论选取哪种延拓方法

都难以实现信号的较准确预测，都会不可避免地引

入误差，任意一种方法并不比其他方法更具适用性，

此时应在尽量保证分解效果的前提下采取最简单、

快捷的办法。

 极值平移法

笔者针对工程上常见的随机信号可预测性差、

波形不规则等特点，在现有方法基础上，发展了一种

实用的端点效应抑制方法——极值平移法。该方法

主要基于以下几点考虑：

１）虽然现有许多成熟的理论可以用来预测信

号在端点之外的数值或极值，但对成分十分复杂的

信号，很难得到较准确的预测值，预测结果的可信度

不高，不如直接添加极值；

２）实际工程中，许多现场实测信号都是非平稳

随机信号，波形杂乱，整体规律不强，因此，延拓的极

值需尽可能反映出信号在边界附近的变化趋势；

３）根据样条插值的要求，在信号的两端点以外

各添加 ２个极大值点和 ２个极小值点即可达到抑制

端点发散的目的。

极值平移法参照信号起点处的 ３个极值点和终

点处的 ３个极值点，将它们各自依次连接并向信号

外平行移动 ２次，得到延拓的极值，即将信号两端相

邻的一对极大值或极小值点的时间差作为延拓极值

的形状特征，其大小取为与最外侧极值点相等。具体

做法如图 １和图 ２所示。

图 １中 牠１，牨１和 牠爫，牨爫 分别为信号 牨（牠）的起点

和终点对应的时间及数值，爺１，爺２，…，爺爮为 牨（牠）的

爮个极大值点，爧１，爧２，…，爧爯为 牨（牠）的 爯个极小值

点。用牠爺１，牠爺２，…，牠爺爮和牨爺１，牨爺２，…，牨爺爮分别表示牨（牠）

各极大值点所对应的时间和数值，用 牠爧１，牠爧２，…，牠爧爯
和 牨爧１，牨爧２，…，牨爧爯分别表示 牨（牠）各极小值点所对应

的时间和数值，则在信号的左端有

Δ牠牓＝

牠爧１－牠爺１－
（牠爧１－牠爺２）（牨爧１－牨爺１）

牨爧１－牨爺２
（牠爺１＜牠爧１）

牠爺１－牠爧１＋
（牠爧２－牠爺１）（牨爧１－牨爺１）

牨爧２－牨爺１
（牠爺１＞牠爧１

烅

烄

烆
）

相应地，新添加的 ２个极大值点对应的时间

牠爺０，牠爺（－１）和数值 牨爺０，牨爺（－１）分别为

牠爺０＝ 牠爺０－ Δ牠牓， 牠爺（－１）＝ 牠爺１－ ２Δ牠牓 （１）

牨爺０＝ 牨爺（－１）＝ 牨爺１ （２）

图 １ 左端的极值平移法

图 ２ 右端的极值平移法

新添加的 ２个极小值点对应的时间 牠爧０，牠爧（－１）和

数值 牨爧０，牨爧（－１）分别为

牠爧０＝ 牠爧１－ Δ牠牓， 牠爧（－１）＝ 牠爧１－ ２Δ牠牓 （３）

牨爧０＝ 牨爧（－１）＝ 牨爧１ （４）

在信号的右端，有

Δ牠牜＝

牠爺爮－牠爧爯＋
（牠爧爯－牠爺（爮－１））（牨爧爯－牨爺爮）

牨爧爯－牨爺（爮－１）
（牠爺爮＞牠爧爯）

牠爧爯－牠爺爮－
（牠爧（爯－１）－牠爺爮）（牨爧爯－牨爺爮）

牨爧（爯－１）－牨爺爮
（牠爺爮＜牠爧爯

烅

烄

烆
）

相应地，新添加的 ２个极大值点对应的时间
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牠爺（爮＋１），牠爺（爮＋２）和数值 牨爺（爮＋１），牨爺（爮＋２）分别为

牠爺（爮＋１）＝ 牠爺爮 ＋ Δ牠牜， 牠爺（爮＋２）＝ 牠爺爮 ＋ ２Δ牠牜 （５）

牨爺（爮＋１）＝ 牨爺（爮＋２）＝ 牨爺爮 （６）

新添加的 ２个极小值点对应的时间 牠爧（爯＋１），

牠爧（爯＋２）和数值 牨爧（爯＋１），牨爧（爯＋２）分别为

牠爧（爯＋１）＝ 牠爧爯 ＋ Δ牠牜， 牠爧（爯＋２）＝ 牠爧爯 ＋ ２Δ牠牜 （７）

牨爧（爯＋１）＝ 牨爧（爯＋２）＝ 牨爧爯 （８）

此外，还必须考虑到两种特殊情况：

１）信号端点的数值比距离端点最近的极大值

大或极小值小，即端点的数值超出了距离该端点最

近的两个极值所包含的范围，如图 ３（ａ）所示；

２）进行极值延拓后，至少有一个新添加的极值

落在了信号的两端点以内，如图 ３（ｂ）所示。

图 ３ 极值平移时的两种特殊情况及处理方法

这时，为了避免信号落在包络线之外的区域或

者添加与实际明显不相符的极值，可作如下处理。

在信号的左端，若 牨１＜牨爧１或 牠爧０＞牠１，则

Δ牠牓＝ 牠爺１－ 牠１＋
（牠爧１－ 牠爺１）（牨１－ 牨爺１）

牨爧１－ 牨爺１

新添加的 ２个极大值点与式（１）和式（２）相同，

２个极小值点变为

牠爧０＝ 牠１， 牠爧（－１）＝ 牠１－ Δ牠牓

牨爧０＝ 牨爧（－１）＝ 牨１

若 牨１＞牨爺１或 牠爺０＞牠１，则

Δ牠牓＝ 牠爧１－ 牠１＋
（牠爧１－ 牠爺１）（牨１－ 牨爧１）

牨爧１－ 牨爺１

新添加的 ２个极小值点与式（３）和式（４）相同，

２个极大值点变为

牠爺０＝ 牠１， 牠爺（－１）＝ 牠１－ Δ牠牓

牨爺０＝ 牨爺（－１）＝ 牨１

在信号的右端，若 牨爫＜牨爧爯或 牠爧（爯＋１）＜牠爫，则

Δ牠牜＝ 牠爫 － 牠爺爮 －
（牠爧爯 － 牠爺爮）（牨爫 － 牨爺爮）

牨爧爯 － 牨爺爮

新添加的 ２个极大值点与式（５）和式（６）相同，

２个极小值点变为

牠爧（爯＋１）＝ 牠爫， 牠爧（爯＋２）＝ 牠爫 ＋ Δ牠牜

牨爧（爯＋１）＝ 牨爧（爯＋２）＝ 牨爫

若 牨爫＞牨爺爮或 牠爺（爮＋１）＜牠爫，则

Δ牠牜＝ 牠爫 － 牠爧爯 －
（牠爧爯 － 牠爺爮）（牨爫 － 牨爧爯）

牨爧爯 － 牨爺爮

新添加的 ２个极小值点与式（７）和式（８）相同，

２个极大值点变为

牠爺（爮＋１）＝ 牠爫， 牠爺（爮＋２）＝ 牠爫 ＋ Δ牠牜

牨爺（爮＋１）＝ 牨爺（爮＋２）＝ 牨爫

 仿真算例

考虑如下由 ２个简谐波叠加而成的信号

牨（牠）＝ ｓｉｎ
２

２０槏 槕π牠＋ ｓｉｎ
２

３０槏 槕π牠
牨（牠）的波形如图 ４所示。

按极值平移法分解得到的 ４阶 ＩＭＦ如图 ５中

的实线所示。其中：前 ２阶ＩＭＦ的幅值相对较大，分

别对应于信号 牨（牠）所包含的 ２个简谐波成分；后 ２

阶 ＩＭＦ的幅值相对较小，在理论上它们是不存在的

分量，这些“附加”成分产生的原因主要是三次样条

拟合包络线所引入的误差和提取 ＩＭＦ过程中延拓

方法引入的误差。为表明端点效应的抑制效果，将牅１

和 牅２的理论值以点线绘于图中。可以看到，分解结

果与理论曲线基本吻合，在端点处产生的误差较小。

图 ４ 仿真信号的波形

 应用实例

为了验证笔者所提方法的实际应用效果，现从
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图 ５ 利用极值平移法得到仿真信号的 ＩＭＦ（实线）

与理论值（点线）的比较

南京长江大桥健康监测系统采集的各种实测响应记

录中，选取一条采样频率为 ２００Ｈｚ、时间长度为９０ｓ

的竖向加速度响应，截得中间 ４０～５２ｓ的一段，如

图 ６所示。

图 ６ 实测的竖向加速度响应

在 ＥＭＤ分解时引入极值平移法，共得到 ８阶

ＩＭＦ分量，其中最后４阶如图７中的实线所示。只

图 ７ 利用极值平移法得到的低频 ＩＭＦ（实线）

与真实值（点线）的比较

给出这 ４阶 ＩＭＦ是考虑到端点效应对信号的高频

分量影响小，主要影响低频分量，将最后几阶 ＩＭＦ

与真实值相比较更能表现出本研究方法的分解效

果。作为比较，图 ８实线给出了利用文献［１１］中的包

络极值延拓法所得到的最后 ４阶 ＩＭＦ分量。

图 ８ 利用包络极值延拓法得到的低频 ＩＭＦ（实线）

与真实值（点线）的比较

对于仿真信号，各 ＩＭＦ分量有理论值可以参

照，而对于在工程实际中采集的信号，得到真实准确

的 ＩＭＦ几乎不可能；因此，笔者对整个 ９０ｓ的响应

进行分解，从相应的后面 ４阶 ＩＭＦ中，截取出受端

点效应“污染”相对很小的 ４０～５２ｓ的部分，将其作

为近似的真实值，以点线绘于图 ７和图 ８中。可以看

到，利用笔者提出的极值平移法所得的分解结果与

真实值符合程度良好，比利用包络极值延拓法所得

的结果有明显改善，可以满足实际工程分析的需要。

为评估端点效应对 ＩＭＦ的影响程度，采用基于

能量的评价指标［１２］

犤牏＝
燏ＲＭＳ牏－ ＲＭＳｒｅ燏

ＲＭＳｒｅ
× １００％

其中：犤牏为第 牏个 ＩＭＦ的评价指标；ＲＭＳ牏和 ＲＭＳｒｅ

为分解得到的第 牏个 ＩＭＦ和相应真实值的有效值。

ＲＭＳ按下式计算

ＲＭＳ＝ ∑
牔

牐＝１

牞
２

槡 （牐）燉牔

其中：牔为信号的采样点数；牞（牐）为信号序列。

若端点效应对ＥＭＤ没有影响，则各犤牏＝０。犤牏越

大，说明端点效应对该ＩＭＦ的影响越大。经计算，采

用包络极值延拓法时，犤５～犤８的值分别为 １７８％，

１７２％，４５８％和 ３３５％；而采用极值平移法时，

犤５～犤８的值分别为 ７９％，６２％，１７７％和 ５５％，

分解精度大为提高。
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 结束语

提出了一种实用的端点效应抑制方法——极值

平移法。该方法针对工程上常见的随机信号波形杂

乱、特征波不明显，且利用现有理论进行预测可信度

不高的特点，以端点附近极值的特征作为延拓依据，

通过一系列连接极值点的平行线，分别在信号两端

各平移添加 ２个极大值点和 ２个极小值点，以此解

决端点发散现象。另外，该方法还考虑了当端点数值

超出新添加的极值，以及新添加的极值落在端点之

内这两种特殊情况，从而提高了极值平移法的适用

性能。通过仿真算例及对实测南京长江大桥竖向加

速度响应的分解结果与相应近似真实值的比较，表

明极值平移法计算效率高，容易编程实现，可有效地

减轻端点效应对各 ＩＭＦ分量产生的影响，且不存在

诸如信号建模长度的确定、模型定阶、多项式次数的

选取等问题，可保证延拓结果的统一性，对处理实际

工程中复杂的随机信号尤其有效。
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