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摘要 由于混沌振子从混沌状态转变到大尺度周期状态时其相图的对称性将发生较大变化，提出应用Ｈｕ氏不变

矩对混沌振子相图的状态进行描述，通过不变矩策动力关系曲线确定混沌振子相图处于大尺度周期状态的左临

界阈值，根据混沌振子混沌状态和大尺度周期状态下不变矩的差异实现混沌振子相图的自动识别。对仿真和工程

实测信号进行了分析，结果表明，不变矩值能够准确识别混沌振子相图的状态，并具有良好的抗噪能力。
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引 言

随着混沌理论的发展，对于混沌振子相图的自

动识别受到众多学者的关注。Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法是近年

来被广泛使用的阈值确定方法［１］
，但Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数

确定的混沌区与实测混沌区有所不同，该方法确定的

临界阈值只在一定范围内是准确的。李月等根据混沌

振子周期解几何特征计算信号幅值的大小［２］
。张宾等

利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的变化判定混沌振子相图状态的

改变［３］
，应用Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数描述混沌振子相图由混

沌状态到大尺度周期状态的转变过程中存在一个过

渡区，在过渡区内无法判别混沌振子相图的状态。

ＧｕａｎｙｕＷａｎｇ等利用混沌振子的Ｆｌｏｑｕｅｔ指数估计

待检测信号的幅值［４５］
，但文献中没有给出如何确定

临界阈值，且Ｆｌｏｑｕｅｔ指数曲线的线性区间比较小，限

制了其应用。笔者对相图转变前、后的对称性进行研

究，提出利用不变矩来描述混沌振子相图对称性的变

化，实现混沌振子相图状态的自动识别。

 混沌振子检测器

混沌振子常采用Ｈｏｌｍｅｓ型Ｄｕｆｆｉｎｇ方程作为检

测器，其形式为

牨″（牠）＋ 牑牨′（牠）－ 牨（牠）＋ 牨
３
（牠）＝ 牊ｃｏｓ（犽牠） （１）

其中：牑为阻尼比；－牨（牠）＋牨
３
（牠）为非线性恢复力；

牊ｃｏｓ（犽牠）为周期驱动力。

为了检测任意的周期信号，令 牠＝犽０犳，代入式

（１）（转换后用牠代替犳）得到状态方程为

牨′＝ 犽０牪

牪′＝ 犽０（－ 牑牪＋ 牨－ 牨
３
＋ 爡０ｃｏｓ（犽０

烅
烄

烆 牠））
（２）

当加入被测微弱周期信号和外部噪声后，式（２）

变为

牨＝ 犽０牪

牪＝ 犽０（－ 牑牪＋ 牨－ 牨
３
＋ 爡０ｃｏｓ（犽０牠）＋

爡１ｃｏｓ（犽１

烅

烄

烆 牠＋ 犤）＋ 爫（牠））

（３）

其中：犽０为内部周期摄动力的角频率；爡０为周期策

动力的幅值；犽１为待测微弱周期信号的角频率；爡１

为待测信号的幅值；犤为待测信号的相位；爫（牠）为服

从正态分布的随机噪声。

当牑固定时，逐渐增大周期摄动力的幅值爡０，混

沌振子相图随之变化，呈现出３种状态，即小尺度周

期状态、混沌状态和大尺度周期状态。混沌振子检测

利用了相图从混沌状态向大尺度周期状态转变这一

过程。混沌振子相图从混沌状态向大尺度周期状态

转变的临界值记为爡牜，若信号中含有待检测频率则

有爡１＋爡０＞爡牜，此时，混沌振子相图从混沌状态向大

尺度周期状态转变。

 混沌振子相图的不变矩识别

混沌振子相图从混沌状态转变到大尺度周期状

态的同时，其对称性也发生了显著变化。混沌振子处
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于混沌状态时其相图杂乱无章，对称性较差。混沌振

子相图处于大尺度周期状态时，相图收敛于同宿周

期轨道，对称性显著提高。Ｈｕ氏不变矩最初应用于

图像识别领域中［６］
，具有平移、伸缩和旋转不变性，

即图形做平移、伸缩和旋转变换时，Ｈｕ氏不变矩的

值保持不变。但是，不同的图形对应于不同的不变矩

的值，即使图像之间区别很细微。目前，Ｈｕ氏不变

矩已应用在轴心轨迹的识别中［７］
。在Ｈｕ提出的７个

不变矩中，不变矩 犺２表征了图形图像的对称性，犺２

的值越大，图像的对称性就越差，反之亦然。笔者将

犺２作为刻画混沌振子相图对称性的一种测度。

 混沌振子相图的不变矩刻画

在爲
２坐标平面上，一个二值图像的（牘＋牚）阶矩

可以表示为

牔牘牚＝∑
牪
∑
牨

牊（牨，牪）牨
牘
牪
牚

（４）

其中：牊（牨，牪）为图像的灰度；牔牘牚依赖于该图像在坐

标系中的位置，不具备平移不变性。

（牘＋牚）阶的中心距犨牘牚满足平移不变性，定义为

犨牘牚＝∑
牪
∑
牨

（牨－ 牨）
牘
（牪－ 牪）

牚
牊（牨，牪） （５）

其中：（牨，牪）为图像的质心。

牨＝ 牔１０燉牔００

牪＝ 牔０１燉牔
烅
烄

烆 ００

（６）

对犨牘牚进行正规化处理得到犣牘牚，其表达式为

犣牘牚＝
犨牘牚

犨
１＋
牘＋牚
２００

（牘＋ 牚≥ ２） （７）

其中：犣牘牚满足平移和伸缩不变性。

不变矩犺２的表达式为

犺２＝ （犣２０－ 犣０２）
２
＋ ４犣１１ （８）

在计算不变矩时，将混沌振子相图作二值化处

理。在爲
２平面上，相图所经过的坐标点的灰度值定

义为牊（牨，牪）＝１，相图没有经过的坐标点的灰度值

定义为牊（牨，牪）＝０。以检测５Ｈｚ的频率为例来说明

不变矩犺２与策动力爡０的关系。在输入信号为零的条

件下，待检测频率为５Ｈｚ，策动力爡０从０增加到１，不

变矩犺２的值随策动力爡０的变化如图１所示。可以看

出，不变矩犺２与策动力爡０曲线在爡０＝０６６处出现了

较大的跃变。当爡０≥０６６时，不变矩的值很小，同时

随着爡０的增大，不变矩犺２的值缓慢增加，但变化趋

势平稳。当爡０＜０６６时，不变矩的值较大，曲线波动

剧烈。拐点前、后混沌振子的相图如图２所示。可以

看出，爡０＝０６６不仅是不变矩犺２与策动力爡０关系曲

线变化趋势的拐点，同时也是混沌振子相图处于大

图１ 不变矩犺２随策动力爡０变化的趋势图

图２ 不同状态下的混沌振子相图

尺度周期状态的左临界值。虽然混沌振子相图进入

大尺度周期状态后，不变矩的值略有增大，但只要混

沌振子相图处于大尺度周期状态，不变矩的值都小

于混沌状态不变矩的值；因此，在应用不变矩犺２对混

沌振子相图的状态进行自动识别时，只需要找到混

沌振子相图处于混沌状态时不变矩的最小值犺２－ｍｉｎ

即可。若犺２犺２－ｍｉｎ，则此时混沌振子相图处于大尺度

周期状态。

 数值仿真

构造一个仿真信号

牪＝ ０２ｓｉｎ（２０π牠）＋ ｓｉｎ（５０π牠）＋ 爫ｏｉｓｅ （９）

其中：待检测频率牊＝１０Ｈｚ；爫ｏｉｓｅ为随机噪声。

利用混沌振子检测该信号并计算不变矩值，实

现混沌振子相图状态的自动识别。首先，绘制不变矩

犺２与策动力爡０的关系曲线，如图３所示。可以看出，

混沌振子相图处于大尺度周期状态的左临界值爡牜＝

０５，周期策动力的值略小于０５即可，混沌振子处

于混沌状态时其不变矩的最小值犺２－ｍｉｎ＝０１４６；其

次，将待检测信号进行归一化处理后输入到混沌振

子中，得到混沌振子相图如图４所示。可以看出，由

于噪声的作用，混沌振子相图收敛于大尺度周期状

态不是很明显，容易造成误判。利用不变矩犺２对混沌

振子相图的状态进行定量刻画。计算混沌振子相图

不变矩的值 犺２＝０００８３。显然犺２犺２－ｍｉｎ（犺２－ｍｉｎ＝
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０１４６），此时混沌振子相图处于大尺度周期状态。可

见，不变矩犺２可以有效抑制噪声对混沌振子相图的

影响，通过定量描述的方式对混沌振子相图的状态

给出准确的判断，实现混沌振子相图的自动识别。

图３ 不变矩犺２随策动力爡０变化的趋势图

图４ 仿真信号的混沌振子相图

 噪声对不变矩的影响

虽然混沌振子对噪声具有一定的免疫特性，但

若噪声强度较大时，在同宿周期轨道上就会出现毛

刺，使同宿周期轨道的收敛性变差，严重时会形成伪

混沌状态，难以判断混沌振子相图的状态。

通过一个仿真信号讨论噪声对不变矩犺２识别的

影响。构造仿真信号为

牪＝ ０２ｓｉｎ（２０π牠）＋ 牃爫ｏｉｓｅ （１０）

其中：检测频率为１０Ｈｚ；爫ｏｉｓｅ为随机噪声；改变牃值

的大小相当于改变了噪声强度的大小。

不变矩犺２与噪声强度的关系曲线如图５所示。

图５ 不变矩犺２随噪声强度牃变化的趋势图

可以看出，随着噪声强度的不断增加，不变矩的值也

出现了一定的波动，但对其最大值 犺２＝００１仍有

犺２犺２－ｍｉｎ（犺２－ｍｉｎ＝０１４６）的关系存在，说明不变矩犺２

具有较好的抗噪能力。

 工程应用实例

２００８年３月中旬，某高线厂在线监测系统发现

某架轧机振动出现异常，但无法确定是否有故障发

生以及故障类型。４月初检修时，对该架轧机进行解

体检查，发现增速箱一轴的轴承内圈严重点蚀。笔者

针对该案例进行分析，分析２月１日的数据（即解体

检查前二个月）原始信号的采样频率为２ｋＨｚ，采样

点数为２０４８。根据系统结构参数和转速得到理论故

障特征频率为１５９Ｈｚ。图６为振动信号的时域波形

图６ 原始振动信号的时域波形及幅值谱

及其幅值谱。从信号的时域波形可以看出，信号的总

体振动幅值比较小，处于正常的允许范围之内。频谱

图中在低频段可识别出最低频率为２８３２Ｈｚ的频

率，而故障特征频率１５９Ｈｚ则无法识别；因此，从

信号的时域及频谱图中无法得到任何有关设备故障

的信息。下面使用混沌振子对该信号进行分析，并对

混沌振子的相图状态进行自动识别。

１）利用不变矩犺２策动力爡０曲线找到混沌振子

相图处于大尺度周期状态时策动力的临界值及混沌

振子相图处于混沌状态的最小不变矩的值 犺２ｍｉｎ。从

图７得出混沌振子处于大尺度周期状态的策动力临

界值爡牜＝０７３，将策动力的值设为爡０＝０７１，得到混

沌振子处于混沌状态的最小不变矩值犺２ｍｉｎ＝００２２３。

２）将信号输入混沌振子系统中并计算不变矩
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图７ 不变矩犺２随策动力爡０变化的趋势图

的值犺２＝００００１９９３１，得到犺２犺２ｍｉｎ，即此时混沌振

子相图处于大尺度周期状态。相应的混沌振子相图

如图８所示。信号输入到混沌振子系统，此时混沌振

子的相图呈现出大尺度周期状态，与利用不变矩得

到的结果一致，说明原始信号中确实包含 １５９Ｈｚ

这一频率成分，因为设备处于故障早期阶段，时域波

形及幅值谱不明显；因此，利用混沌振子的对称特性

可以准确地描述混沌振子相图的状态，实现了混沌

振子相图状态的自动化检测。

图８ 振动的混沌振子相图

 结 论

１）混沌振子相图从混沌状态向大尺度周期状

态转变的同时，混沌振子相图的对称性也显著增强。

利用Ｈｕ氏不变矩反映混沌振子相图的变化，构建

不变矩策动力变化曲线，找到了混沌振子相图处于

大尺度周期状态的临界阈值。

２）在混沌振子相图处于混沌状态和大尺度周

期状态时不变矩的值出现了跃变。利用混沌状态的

不变矩的值大于大尺度周期状态，实现了混沌振子

相图状态的自动检测。对实际工程数据的分析结果

表明，不变矩的值可以较好地表征出混沌振子相图

变化的阈值及混沌振子相图的状态，为检测混沌振

子在工程实际中的应用提供了技术支持。
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