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摘要 基于传统的分布动载荷时域识别理论，提出了一种基于固有振型的复杂结构分布动载荷时域识别技术。传

统的分布动载荷识别是基于正交多项式理论，在对非正规结构件应用时，需要进行模型坐标映射。基于固有振型的

复杂结构分布动载荷识别可以避开模型坐标映射。最后经过有限元仿真实验，验证了此方法的正确性。
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引 言

载荷识别属于结构动力学中的第 ２类逆问

题［１２］
。按照载荷形式可以分为集中力识别、分布力

识别以及移动载荷识别等；按照数学模型分类，可以

分为频域识别和时域识别。在频域内系统的数学模

型呈现输入输出关系的线性算子，而在时域内，系统

的数学模型在输入输出方面为卷积关系。频域识别

技术存在的主要困难是矩阵的病态和噪声影响的问

题［３］
，这导致识别出的载荷有很大的偏差。时域识别

技术［４６］虽然发展较晚，但因其直接给出动载荷的时

间历程，在工程界的实际应用中较为直观而受欢迎。

分布动载荷的时域识别技术［７］在航空方面占有重要

的地位，文献［８９］给出了基于广义正交多项式的复

杂结构分布动载荷识别理论。受此识别技术启发，笔

者提出基于固有振型的复杂结构分布动载荷时域识

别技术。

 基本原理

 正交多项式

正交多项式是一类特殊的多项式，各个函数之

间存在着一种特殊的关系，即正交性。利用这一点可

以将原函数离散为多个具有正交性函数的线性组

合，并具有很高的拟合精度。

数学上定义在区间［－１，１］的函数牊（牨）和牋（牨）关于

权函数犱（牨）正交性的充分必要条件为

∫
１

－１
犱（牨）牊（牨）牋（牨）ｄ牨＝ ０ （１）

满足式（１）的函数具有正交性。根据权函数的不

同，可以分为勒让德正交多项式和切比雪夫正交多

项式等。

当权函数为１、积分区间为［－１，１］时，对应的正

交多项式就是勒让德正交多项式，通项表达式为

爮０（牨）＝ １

爮牕（牨）＝
１

２
牕
牕！

ｄ
牕

ｄ牨
牕｛（牨

２
－ １）

牕
烅

烄

烆
｝ （牕＝ ２，３，…）

（２）

正交性表现为

∫
１

－１
爮牕（牨）爮牔（牨）ｄ牨＝

０ （牔≠ 牕）

２

２牕＋ １

烅

烄

烆 （牔＝ 牕）
（３）

 振型多项式

振型多项式或振型力表示作用在某结构上一点

处的外力，其值等于此结构在该点处的振型值（一般

采用按质量归一化的振型）。以四边简支矩形板连续

结构为例，其固有振型的解析式为

爾牔牕（牨，牪）＝ ｓｉｎ
牔π牨

牃
ｓｉｎ
牕π牪

牄
（４）

作用在板上的某一阶分布振型力指的是一个随

位置变化的力，且此分布力随位置变化的函数表达式
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为爾牔牕（牨，牪）。一些结构的振型虽然没有解析表达式，

但也存在振型力，此振型力不能用解析表达式连续表

示，只能通过有限元软件计算得到离散的振型力。

 基于固有振型的分布动载荷时域识

别技术

设薄板受到纵向的分布动载荷函数牚（牨，牪，牠）为

牨，牪，牠的函数，将其在振型多项式和正交多项式下

展开，有

牚（牨，牪，牠）＝∑
∞

牑＝１
∑
∞

牓＝１

牃牑牓爴牑（牨，牪）爴牓（牠） （５）

其中：爴牑（牨，牪）为模型第牑阶质量归一化振型在坐标

（牨，牪）处的值。

爴牓（牠）为第牓阶勒让德正交多项式，可表示为

牚（牨，牪，牠）＝ 爴１１ 爴１２ … 爴［ ］牑牓

牃１１

牃１２



牃

烅

烄

烆

烍

烌

烎牑牓

（６）

其中

爴牑牓＝ 爴牑（牨，牪）爴牓（牠）

模态力表达式为

爯牔牕（牠）＝∫
牄

０∫
牃

０
爾牔牕（牨，牪）牚（牨，牪，牠）ｄ牨ｄ牪 （７）

将式（６）代入式（７）得

爯牔牕（牠）＝

∫
牄

０∫
牃

０
爾牔牕（牨，牪）爴１１ｄ牨ｄ牪

∫
牄

０∫
牃

０
爾牔牕（牨，牪）爴１２ｄ牨ｄ牪



∫
牄

０∫
牃

０
爾牔牕（牨，牪）爴牑牓

熿

燀

燄

燅
ｄ牨ｄ牪

Ｔ

牃１１

牃１２



牃

烅

烄

烆

烍

烌

烎牑牓

（８）

由杜哈梅尔积分和模态解耦可知，在零初始条

件下时域响应表达式为

牥（牨，牪，牠）＝∑
∞

牔＝１
∑
∞

牕＝１

爾牔牕（牨，牪）∫
牠

０
牎（牠－ 犳）爯牔牕（犳）ｄ犳

（９）

记

ＨＴ
牠
牔牕牑牓＝

∫
牠

０
牎（牠－ 犳）爴牓（牠）∫

牄

０∫
牃

０
爾牔牕（牨，牪）爴牑槏 槕（牨，牪）ｄ牨ｄ牪ｄ犳

（１０）

将模态力表达式代入时域响应表达式，得到

牥（牨，牪，牠）＝∑
∞

牔＝１
∑
∞

牕＝１

爾牔牕（牨，牪）

ＨＴ
牠
牔牕１１

ＨＴ
牠
牔牕１２



ＨＴ
牠
牔

熿

燀

燄

燅牕牑牓

Ｔ
牃１１

牃１２



牃

烅

烄

烆

烍

烌

烎牑牓

（１１）

若识别实验共布置测点牥个，且每个测点的采

样时间点数为牞，则可以将所有点的响应表达式写在

一个矩阵中，得到

╁＝ ┗┑ （１２）

其中

┗＝

∑
∞

牔＝１
∑
∞

牕＝１

爾牔牕（牨１，牪１）ＨＴ
牠１
牔牕１１ＨＴ

牠１
牔牕１２… ＨＴ

牠１［ ］牔牕牑牓

爾牔牕（牨１，牪１）ＨＴ
牠２
牔牕１１ＨＴ

牠２
牔牕１２… ＨＴ

牠２［ ］牔牕牑牓



爾牔牕（牨１，牪１）ＨＴ
牠牞
牔牕１１ＨＴ

牠牞
牔牕１２… ＨＴ

牠牞［ ］牔牕牑牓

爾牔牕（牨２，牪２）ＨＴ
牠１
牔牕１１ＨＴ

牠１
牔牕１２… ＨＴ

牠１［ ］牔牕牑牓



爾牔牕（牨牥，牪牥）ＨＴ
牠牞
牔牕１１ＨＴ

牠牞
牔牕１２… ＨＴ

牠牞［ ］

熿

燀

燄

燅牔牕牑牓

╁＝ 牥１１ 牥１２ … 牥１牞 牥２１ … 牥｛ ｝牥牞
Ｔ

┑＝ 牃１１１ 牃１１２ … 牃｛ ｝牑牓
Ｔ

当牥牞＝牑牓时，可直接对┗求逆，得到识别系数

┑＝ ┗
－１
╁ （１３）

当牥牞＞牑牓时，对┗求最小二乘广义，得到识别

系数

┑＝ ［┗
Ｔ
┗］

－１
┗
Ｔ
╁＝ ┗

＋
╁ （１４）

将多项式系数┑代入式（５），得到待识别载荷，

在实际识别中均要求牥牞≥牑牓。

 标定矩阵来源

在进行时域动载荷识别时，核心步骤对标定矩

阵进行求逆或者求最小二乘广义逆。在进行求逆和

求最小二乘广义逆之前需要组集标定矩阵，即求取

标定矩阵的每个元素。以┗的第１行第１列元素为

例，将求和符号放入矩阵各元素内得到┗第１行第１

列元素表达式为

┗
（１，１）
＝ ∑

∞

牔＝１
∑
∞

牕＝１

爾牔牕（牨１，牪１）ＨＴ
牠１
牔牕１１１ （１５）

根据模态叠加原理可知，标定矩阵中元素┗
（１，１）

的物理意义是：当作用分布的时域动载荷牚（牨，牪，牠）

为爴１（牨，牪）爴１（牠）时，通过模态叠加法计算得到薄板

位于坐标（牨１，牪１）处、时间为牠１时的动响应值。如果

要计算┗
（１，１）的值，只需对结构件的有限元模型上施

加标定外载荷爴１（牨，牪）爴１（牠），计算时域动响应。响
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应结果中，坐标为（牨１，牪１）、时间为牠＝牠１时的动响应

值即为┗
（１，１）
，其余┗的元素可以通过相同方法求得。

得到标定矩阵┗后可根据式（１３）或式（１４）求解识别

系数，进而识别出载荷。

 避开模型坐标映射

以薄板为例来说明如何避开模型坐标映射。一

些复杂平面结构的构件不适合、甚至是不可能直接

应用传统的基于正交多项式的分布动载荷识别，因

为识别前需要进行模型坐标转化，转化为标准矩形。

即如果识别的薄板不是正规的矩形形状，则需要进

行坐标转化，转化为矩形后再进行识别。如图１所

示，对于不规则区域到直角坐标系的坐标映射
［１０］
，

如果采用振型力作为标定力，则不必进行模型坐标

映射，因为振型力是随着模型的变化而变化，即使面

形状复杂，振型力依然能够很容易地施加在模型上。

图１ 坐标映射

 识别流程

基于固有振型的二维结构件分布动载荷时域的

识别流程为：

１）对结构件施加一组待识别载荷进行测试，获

取在待识别载荷作用下的实验响应数据；

２）建立实验件的有限元模型；

３）通过实验或有限元模型获取结构件的固有

振型；

４）在有限元模型上施加振型力载荷进行时域

分析；

５）提取时域分析结果，组集标定矩阵┗；

６）对标定矩阵┗求逆或广义逆，得到拟合系数；

７）根据拟合系数重构载荷。

 复杂结构仿真验证

薄板的仿真算例采用一个类似机翼的薄板模

型，厚度为１ｃｍ，模型外形尺寸如图２所示。

图２ 薄板模型尺寸图（单位：ｃｍ）

左端固支，施加牫向激励式为

牊（牨，牪，牠）＝ １０（牨＋ 牪）ｓｉｎ（２π牠） （１６）

牫轴为负方向，激励随时间变化为正弦函数，频

率为１Ｈｚ，仿真识别时间为２ｓ。

部分仿真识别结果如图３所示。仿真识别云图

按时间排列，如图４所示。

图３ 部分节点识别结果
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图４ 仿真识别云图

从仿真结果可以看出，大部分识别结果除了在

固支点附近有较大误差外，其余各点的误差还是很

小的，这是因为在固支附近的理论载荷非常小，接近

于零，误差表达式为

犡＝ 燏牃－ 牃

燏燉牃 （１７）

其中：牃为理论值；牃
为识别值。

虽然两者差很小，但是由于分母牃≈０造成误差

很大。图４（ｅ）中第１５ｓ识别结果就是由于这个原因

造成识别误差较大。实际上，识别出的载荷与理论载

荷相差很小。从图５可以看出系数呈收敛趋势。
图５ 系数收敛图
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 结束语

由于改进后的分布动载荷识别在组集标定矩阵

时施加的标定力为振型力，并不是正交多项式载荷，

因此无需进行模型坐标映射。对于某些无法进行模

型坐标映射的复杂结构可以应用基于固有振型的分

布动载荷识别理论，这提高了复杂结构的分布动载

荷时域识别技术的应用层面。仿真实验证明了该方

法切实可行，其局限性表现为必须在结构件的所有

位置上施加标定力，即识别的是结构件全位置上的

载荷。若实际载荷不是作用在全结构上，必定会出现

较大误差。
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