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摘要 振动法测量拉索张力需要准确描述索力与自振频率的关系，为反映超长斜拉索的真实构形及垂度效应，满

足超大跨斜拉桥对测试精度的要求，考虑超长斜拉索垂度、倾角、自重及切向张力沿拉索变化的影响，在静力分析

推导出斜拉索静态构形的悬链线方程基础上建立超长斜拉索振动的离散模型，应用多体系统传递矩阵法计算拉索

固有频率，通过求解特征方程建立索力与振动频率的关系，提高了超长斜拉索张力的振动测量精度，完善了索力振

动测量方法。通过对实际工程的测试结果分析表明，该方法具有准确、实用和易编程的特点，完全能满足工程应用

要求。
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引 言

斜拉索是斜拉桥的重要承载构件，负载着结构

的绝大部分载荷，斜拉索张力的大小直接影响斜拉

桥结构稳定的效果。为了分析斜拉桥结构的内力分

布和调整其应力分布状况，保证斜拉桥的线型和减

小其主梁梁体的应力，可以通过调整索力来改变结

构的受力状态。调整索力首先需要准确地测量斜拉

索张力；因此，斜拉索张力测试的准确与否直接关系

到斜拉桥施工控制的顺利进行和斜拉桥建成投入使

用后的安全运营。利用放在索中的小型电磁传感器

测定磁通量变化可检测索力，但因成本高、仪器标定

过程繁琐和需温度补偿而使其应用受到限制［１］
。从

测得的固有频率估算拉索张力的振动法因其简单、

快速而在拉索张力的测量中常常被采用，特别是斜

拉桥建成投入使用后的索力复测，振动法几乎成了

惟一的选择［２６］
。在大江、大河及海湾地区建造桥梁，

由于通航和基础水深的限制，对扩展跨径的要求一

直在持续。苏通长江大桥主跨已达到１．０８８ｋｍ，文

献［７］通过风洞测量试验研究了该桥超长斜拉索风

阻系数。Ｚｕｉ基于拉索几何形状的抛物线假设提出

了索力求解的实用公式，但其公式以分段的形式给

出［８］
。文献［９］基于静态拉索的抛物线方程和非线性

振动理论，通过单模态振动分析结果确定拉索高阶

振动频率阶数，由修正后的基频来进行索力计算。文

献［１０］结合有限元分析分别采用弦振动理论公式和

Ｚｕｉ公式
［８］等４种索力计算公式对苏通大桥两根拉

索索力识别进行研究。斜拉索往往要经过多次张拉

后索力才达到成桥设计值，特别是初张拉的斜拉索，

索力值较小而垂度影响较大。随着斜拉桥跨径的增

大，斜拉桥最上面的拉索越来越长，斜拉索长度的增

加导致斜拉索垂度非线性影响增大，此时用忽略高

次项影响的抛物线理论会带来一定的误差，学者建

议超大跨斜拉桥拉索设计分析采用基于悬链线理论

的分析方法［１１１３］
。

振动法测量索力往往假定切向张力沿拉索保持

不变［２６，８１０］
，实际上由于垂度的影响切向张力沿拉索

会发生变化。为精确反映超长斜拉索的真实构形及垂

度效应，满足超大跨斜拉桥对测试精度的要求，笔者

考虑超长斜拉索垂度、倾角、自重及切向张力沿拉索

变化的影响，通过静力分析得到斜拉索静态构形的悬

链线方程，在建立超长斜拉索振动的离散模型基础上

应用多体系统传递矩阵法得到元件的传递方程及系

统总传递方程，通过特征方程求解得到拉索固有频率

及其变化规律［１４］
，确定了拉索张力与其固有频率之

间的关系，提高了超长斜拉索张力的振动测量精度，

结合具体工程实例进行了讨论分析。
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 静态构形

图１（ａ）为超长斜拉索模型及其坐标系。假设拉

索等截面且材料匀质，忽略超长斜拉索抗弯刚度影

响［１５１７］
，取斜拉索微元体进行分析，微元体受力如图

１（ｂ）所示，超长斜拉索在张紧状态下的静力平衡方

程为
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其中：爴为超长斜拉索的切向拉力；牔为拉索单位长

度质量；牋为重力加速度；牞为弧长坐标；犜为超长斜

拉索倾角。

图１ 超长斜拉索的计算力学模型
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，由式（１）可知爣牠为常数，即超长

斜拉索切向拉力爴的水平方向分量处处相等，代入

式（２）得
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斜拉索两端的边界条件为

牪（０）＝ 爧ｓｉｎ犜 （５）

牪（爧ｃｏｓ犜）＝ ０ （６）

其中：爧为斜拉索两端弦长。

由式（５）有
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爣牠

牔牋
ｃｏｓ牎（爞１） （７）
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２爣牠
，则由式（６）和式（７）得到

ｃｏｓ牎（２犞＋ 爞１）－ ｃｏｓ牎（爞１）＝－ ２犞ｔａｎ犜 （８）

化简式（８）得到

ｓｉｎ牎（犞）ｓｉｎ牎（犞＋ 爞１）＝－ 犞ｔａｎ犜 （９）

即

爞１＝－ 犞＋ ｓｉｎ牎
－１ － 犞ｔａｎ犜

槏 槕ｓｉｎ牎（犞）
（１０）

根据式（４）、式（７）和式（１０）可得到斜拉索静力

悬链线解。

 斜拉索振动分析的传递矩阵法

图２为一段弦长为爧、两端固定的拉索横向振动系

统。为推导制约此段拉索振动的运动方程，将此连续系

统视为相应的离散系统自由度无限增加时的极限。

图２ 斜拉索离散模型

首先，沿斜拉索静态构形曲线将拉索的质量集

中成为牕＋２个质点，假设它们等距均布在斜拉索的

水平方向上，即有Δ牨＝牨牏＋１－牨牏（牨牏为质点坐标，牏＝

０，１，…，牕），且这些质点由没有质量、只有张力的弦

连接起来。假设拉索做微幅振动，即有各段弦与元件

坐标系牨轴的交角犤牏（牏＝０，１，２，…，牕）很小，因而有

ｓｉｎ犤牏≈ｔａｎ犤牏。如图２所示建立整体惯性直角坐标系，

系统中无质量弦为铰元件，质点为体元件，由牕＋２
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个集中质量和牕＋１个无质量弦组成简单链式离散

系统，系统的元件个数为２牕＋３，各元件只在横向振

动，左端为系统输入端，右端为系统输出端，从左至

右为传递方向，依次对元件编号，输入端边界编号为

０，输出端边界编号为２牕＋２。假设爮牏牐表示连接点，其

中第１个下标牏为体元件的序号，第２个下标牐为铰

元件的序号。定义状态矢量┪０，１，┪２，１，┪２，３，┪４，３，…，

┪２牕，２牕－１，┪２牕，２牕＋１和┪２牕＋２，２牕＋１的形式均为┪＝［牁，牷］
Ｔ
。

 坐标变换矩阵

图 ２所示为无质量弦牏和质点牏＋１建立元件模

态坐标系爭牏牨牏牪牏，相应物理坐标系为爭牏牨牏牪牏，设爭牏牨牏轴

与整体坐标系爭牨轴夹角为犝牏，则有

ｔａｎ犝牏＝

牪
牏＋ １

２槏 槕Δ牨－ 牪
牏－ １

２槏 槕Δ牨
Δ牨

（牏＝ １，３，５，…，２牕＋ １） （１１）

图２中所建立的各个元件坐标系爭牏牨牏牪牏（牏＝１，３，

５，…，２牕＋１）的方位不相同，元件坐标系 爭牏牨牏牪牏与

爭牏＋２牨牏＋２牪牏＋２相邻且它们之间的夹角为犺牏＋２（牏＝１，３，

５，…，２牕－１），如图３所示。

犺牏＋２＝ 犝牏＋２－ 犝牏 （１２）

图３ 坐标变换

┪牏＋１，牏＋２为定义在坐标系 爭牏＋２牨牏＋２牪牏＋２中系统状

态矢量，┪爭，牏＋１为定义在坐标系爭牏牨牏牪牏中描述质点牏＋

１输出点的状态矢量，┪牏＋１，牏＋２与┪爭，牏＋１为同一个状态

矢量在两个不同坐标系中的表示，因此有

┪牏＋１，牏＋２＝ ┘犺牏＋２┪爭，牏＋１ （１３）

其中：┘犺牏＋２为与两个坐标系之间的夹角犺牏＋２对应的

坐标变换矩阵，即

┘犺牏＋２＝
ｃｏｓ犺牏＋２ ０

［ ］０ １

（牏＝ １，３，５，…，２牕－ １） （１４）

 无质量弦的传递矩阵

无质量弦的传递矩阵是表示其左、右侧面的状

态矢量传递关系的传递矩阵。元件坐标系爭牏牨牏牪牏下

铰元件无质量弦牏的受力如图４所示。

图４ 无质量弦受力图

图４中横向振动系统中的无质量弦牏在输入点

和输出点与牨牏轴的夹角相等，即

犤牏－１，牏＝ 犤牏＋１，牏 （１５）

由于索作微幅振动而无质量弦牏与牨牏轴的夹角

很小，因此
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Δ爧牏
＝
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其中：Δ爧牏＝
Δ牨

ｃｏｓ犝牏
，为无质量弦牏的长度。

对简谐振动无质量弦有传递方程

牁

［ ］牷 牏＋１，牏

＝
１ Δ爧牏

［ ］０ １

牁

［ ］牷 牏－１，牏

（１７）

即

┪牏＋１，牏＝ ┥牏┪牏－１，牏 （１８）

┥牏＝
１ 牱爧牏

［ ］０ １
（牏＝ １，３，５，…，２牕＋ １）

（１９）

 质点的传递矩阵

质点的传递矩阵表示该点的左、右侧面的状态

矢量传递关系的传递矩阵。元件坐标系爭牏牨牏牪牏下体

元件质点牏＋１的受力如图５所示。

图５ 质点牏＋１受力图

图５所示横向振动系统中的集中质量牔牏＋１的左

侧和右侧位移相等，即

牪牏＋１，牏＝ 牪牏＋１，牏＋２ （２０）

由Ｎｅｗｔｏｎ定律得
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牔牏＋１牪牏＋１，牏＝ 爴牏＋２ｓｉｎ犤牏＋１，牏＋２－ 爴牏ｓｉｎ犤牏＋１，牏 （２１）

对简谐振动集中质量牔牏＋１有传递方程

牁

［ ］牷 牏＋１，牏＋２

＝

１ ０
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即

┪牏＋１，牏＋２＝ ┥牏＋１┪牏＋１，牏 （２３）

由式（１）和式（１１）有爴牏＋２＝
爣牠

ｃｏｓ犝牏＋２
，爴牏＝

爣牠

ｃｏｓ犝牏
，

代入式（２２）得到质点牏＋１的传递矩阵为

┥牏＋１＝
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其中：牔牏＋１＝牔（Δ爧牏＋Δ爧牏＋２）燉２，为质点牏＋１的

质量。

 特征方程

元件的传递方程为

牂２，１＝ 爺１牂０，１

牂４，３＝ 爺３牂２，３


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系统总传递方程为

牂２牕＋２，２牕＋１＝ 爺２牕＋１爣犗２牕＋１爺２牕…爣犗３爺２爺１牂０，１＝ 爺┪０，１

（２６）

将边界条件

┪０，１＝ ［０，牷］
Ｔ
０，１

┪２牕＋２，２牕＋１＝ ［０，牷］
Ｔ
２

烅
烄

烆 牕＋２，２牕＋１
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代入式（２６）得

０
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＝ 爺
０

［ ］牷 ０，１

＝
牣１１ 牣１２

牣２１ 牣［ ］
２２

０

［ ］牷 ０，１

（２８）

得到特征方程为

牣１２＝ ０ （２９）

求解式（２９）可得到系统牕个固有频率犽牑（牑＝１，

２，３，…，牕）。对每一个犽牑，取牷０，１＝１，求解各个元件传

递方程可得系统的全部状态矢量，进而可得到系统

振型为

［牀
牑
２，１，牀

牑
４，３，牀

牑
６，５，牀

牑
８，７，…，牀

牑
２牕，２牕－１，牀

牑
２牕＋２，２牕＋１］

（牑＝ １，２，３，…，牕） （３０）

 斜拉索张力振动测量

拉索张力振动测量一般是将加速度传感器固定

在拉索上并拾取拉索在环境随机激励或人工激励下

的振动信号，经过滤波、放大、模数转换和谱分析，根

据频谱图来确定拉索的自振频率，然后由拉索自振

频率与索力的关系来确定其张力，它属于间接测量

拉索张力的方法。

由式（２９）可知，特征方程求解得到的拉索自振

频率与张力是对应的，即已知拉索张力大小，可以计

算出对应的拉索各阶自振频率，反过来，若已知拉索

若干阶自振频率，也可以确定拉索张力大小。首先计

算出实测结果频谱图中相邻两谐振峰之间频率差

Δ牊牕＝牊牕＋１－牊牕，采用高阶频率多阶差平均的办

法［５６］估计基频牊

１，然后应用传递矩阵法对拉索进行

振动分析，求解特征方程（２９）得到拉索在桥面端初

始计算张力估计值爴

０下的固有频率及其变化规律，

依此确定拉索振动信号频谱图中各峰值对应的自振

频率阶数。将计算得到的模态频率与测试得到的模

态频率比较，当两者相差较大时，按一定比例（１％～

１０％）增大或减小拉索计算张力值，重新应用传递矩

阵法进行拉索振动分析，求解特征方程（２９）得到拉

索的自振频率，直到计算得到的频率与测试得到的

频率值相差最小时为止，此时即可确定斜拉索桥面

端实际切向张力值爴０。

 实例分析

武汉白沙洲长江大桥正桥全长为１．０７８ｋｍ，主

跨为６１８ｍ，为双塔双索面钢箱梁斜拉桥；主塔两侧

各有２４对斜拉索，全桥共有１９２根斜拉索，其中边跨

上游Ｃ２０号索的主要参数为：索长牓＝２８４７８８６ｍ，弹

性模量爠＝１９５×１０
５
ＭＰａ，横截面积爛＝６２７３×

１０
－３
ｍ
２
，单位长度拉索质量牔＝５１８ｋｇ燉ｍ，索的倾

斜角度犜＝２７０６３９°。该索在大桥边跨合拢后实测

所得的振动信号频谱分析结果如表１所示
［６］
。由于

Ｃ２０斜拉索较长且传感器安装在其桥面端附近，因此

只得到了斜拉索较高的１０阶自振频率。由表１采用

高 阶频率多阶差平均的办法计算得基频牊

１＝

０３２７７８Ｈｚ。本研究方法的索力计算结果和文献

［６］比较如表２所示，索力沿索长变化如图６所示，可

以看出使用本研究方法能够计算切向张力沿拉索的

变化，确定的拉索张力值接近真实情况。
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表 斜拉索实测频率

牊牕燉Ｈｚ Δ牊牕燉Ｈｚ 频率阶数牕 牊牕燉牕

３９００ １２ ０３２５０

４２００ ０３００ １３ ０３２３１

４５５０ ０３５０ １４ ０３２５０

４８５０ ０３００ １５ ０３２３３

５２００ ０３５０ １６ ０３２５０

５５５０ ０３５０ １７ ０３２６５

５８５０ ０３００ １８ ０３２５０

６２００ ０３５０ １９ ０３２６３

６５００ ０３００ ２０ ０３２５０

６８５０ ０３５０ ２１ ０３２６２

表 索力计算值的比较 ｋＮ

本研究方法

桥塔端切向索力

本研究方法

桥面端切向索力

文献［６］弦

向结果

实际弦向

索力

１８４００ １７７４２ １７４５１５ １７５５

图６ 索力沿索长变化

 结 论

１）由于超长斜拉索垂度的影响，拉索切向张力

沿索发生变化，桥塔端索力大于桥面端索力，本研究

方法能够计算超长斜拉索各处切向张力值，计算结

果更符合工程实际情况。

２）应用传递矩阵法对拉索进行振动分析涉及

的系统矩阵阶次不取决于系统的自由度数，仅取决

于元件的最高矩阵阶次，矩阵阶次比有限元等方法

的矩阵阶次低得多，所以计算量小，计算速度快。

３）传递矩阵法具有结构矩阵分析的优点，易于

被工程技术人员接受，可直接调用已推导元件的传

递矩阵，建模灵活，程式化程度高，便于实际应用。

４）由于悬链线方程较抛物线方程更精确地反

映了斜拉索真实构形，因此本研究方法能够提高超

长斜拉索张力的振动测量精度，满足超大跨斜拉桥

对测试精度高的要求。

５）通过对实际工程的测试结果分析表明，超长

斜拉索张力振动测量的传递矩阵法计算过程考虑了

超长斜拉索垂度的影响，具有准确、实用和易编程的

特点，完全能满足工程应用要求。
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