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摘要 基于结构动力学正问题Ｗｉｌｓｏｎθ算法的基本理论，推导了时域逆问题动载荷识别的改进算法，给出了算法的

基本步骤和递推过程，同时将动载荷识别模型引入到模态空间，利用模态叠加实现多自由度系统的动载荷识别。仿真

分析表明，该方法具有较高的识别精度和一定的抗噪声干扰能力，为动载荷时域识别方法提供了一种新的思路。
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引 言

动载荷识别技术是根据已知系统的动态特性和

实测的动力响应来识别结构所受的激励载荷。由于

航空结构上载荷类型的复杂性、测量条件和位置不

易确定性等因素的制约，通过间接测量结构动响应

来实现动载荷识别具有重要的工程意义。动载荷识

别技术主要分为时域识别和频域识别两大类。频域

法发展较早，理论和计算方法较为成熟，应用也很广

泛。动载荷时域识别由于数值计算误差因素导致理

论体系仍不完善，更为突出的是方程系数矩阵的病

态问题和随机噪声问题，给识别出来的载荷带来较

大的误差［１２］
。时域法的研究发展较晚，先后提出了

一些识别方法，如：级数系数平衡法、逆系统辨识法、

逆系统正解法、离散相似法以及基于广域正交域的

识别方法［３１１］
。仿真计算和试验表明，这些方法具有

一定的可行性和有效性；但对于时域识别方法的算

法累积误差问题有待进一步研究。

结构动力学中时域动力学数值分析的累积误差

一直是研究的热点问题。随着计算机硬件技术的发

展和Ｗｉｌｓｏｎθ算法的提出，动力学正问题的求解获

得了良好结果，但对结构动力学的第２类逆问题仍

没有系统的解决方案。文献［７］中Ｗｉｌｓｏｎθ算法提

出了动载荷时域算法的初步思路。笔者基于这种算

法，研究和改善了动载荷识别算法的计算累积误差

问题，对一些主要参数选取进行研究并取得进展。

 〇━┈┄┃┐炢算法

Ｗｉｌｓｏｎθ算法为线性加速度法的扩展，在 牠～

牠＋犤Δ牠（犤＞１）的时间区间内利用线性加速度假设并

求解系统的动力学方程。

对于一个结构离散成多自由度的系统，动力学

平衡方程为

┝╂（牠）＋ ┓╂（牠）＋ ┛╂（牠）＝ ┰（牠） （１）

假设外力在牠～牠＋犤Δ牠区间内线性变化

┰（牠＋ 犤Δ牠）＝ ┰（牠）＋ 犤（┰（牠＋ Δ牠）－ ┰（牠）） （２）

则可以列出在牠＋犤Δ牠时刻的系统动力学方程为

┛

╂（牠＋ 犤Δ牠）＝ ┰


（牠＋ 犤Δ牠） （３）

等效刚度为

┛

＝ ┛＋

６

（犤Δ牠）
２┝＋

３

犤Δ牠
┓ （４）

通过牠时刻的位移╂（牠）、速度╂（牠）、加速度╂（牠）、

力┰（牠）和牠＋Δ牠的┰（牠＋Δ牠）可以解出╂（牠＋犤Δ牠），得到

╂（牠＋犤Δ牠）和╂（牠＋犤Δ牠）。

当取 犤＞１３７时，Ｗｉｌｓｏｎθ算法是无条件稳定

的，一般取犤＝１４。Ｗｉｌｓｏｎθ算法求解结构响应的优

势在于选择适当犤常数的情况下，取任意计算时间

计算步长，结果都是绝对收敛，这解决了一般数值积

分方法在计算精度与计算时间上的矛盾。Ｗｉｌｓｏｎθ

算法在计算积分时的绝对收敛性可以用于载荷识别

的时域方法中，来解决识别结果随时间变长而发散

的问题。
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 基于〇━┈┄┃┐θ算法的载荷识别时域

方法

基于Ｗｉｌｓｏｎθ算法，应用结构动力学逆推该算

法，得到载荷识别的计算模型。由式（３）可得

┛

╂（牠＋ 犤Δ牠）＝ ┰


（牠＋ 犤Δ牠） （５）

其中：┰（牠＋犤Δ牠）＝┰（牠）＋犤（┰（牠＋Δ牠）－牊（牠））。

每一个微小的载荷步内可视为线弹性问题，根

据叠加原理，即

╂（牠＋ 犤Δ牠）＝ ╂′（牠＋ 犤Δ牠）＋ ╂″（牠＋ 犤Δ牠）（６）

为了求┰（牠＋犤Δ牠），在节点上单独施加单位节点

动载荷爡
牏（牠＋犤Δ牠），则有

牊
牏
（牠＋ 犤Δ牠）＝ 犧

牏
牠＋犤Δ牠爡

牏
（牠＋ 犤Δ牠）

（牏＝ １，２，…，牕） （７）

其中：牕为结构上动载荷的自由度数；牊
牏
（牠＋犤Δ牠）为

牠＋犤Δ牠时刻在第牏个节点处施加的动力载荷；犧
牏
牠＋犤Δ牠为

载荷系数。

由于爡
牏
（牠＋犤Δ牠）为已知的单位载荷，求动载荷

牊
牏
（牠＋犤Δ牠）变为求载荷系数犧

牏
牠＋犤Δ牠的问题。

设有牔个自由度测点，若已经测出其加速度响

应，根据Ｗｉｌｓｏｎθ算法，可以求出这牔个已知测点在

牠＋犤Δ牠时刻的位移牨
牑
（牠＋犤Δ牠）（牑＝１，２，…，牕），进而

得到

牨
牑
（牠＋ 犤Δ牠）－ （牨″（牠＋ 犤Δ牠））

牑
＝

（牨′（牠＋ 犤Δ牠））
牑
＝∑

牕

牏＝１

（犧
牏
牠＋犤Δ牠（牆

牏
（牠＋ 犤Δ牠））

牑
）

（牑＝ １，２，…，牕） （８）

式（８）为具有牕个未知数犧
牏
牠＋犤Δ牠（牏＝１，２，…，牕）的

牔个方程组成的线性方程组，可以写为

（牨′牠＋犤Δ牠）
１

（牨′牠＋犤Δ牠）
２



（牨′牠＋犤Δ牠）

烅

烄

烆

烍

烌

烎牔

＝

（牆
１
牠＋犤Δ牠）

１
（牆

２
牠＋犤Δ牠）

１
… （牆

牕
牠＋犤Δ牠）

１

（牆
１
牠＋犤Δ牠）

２
（牆

２
牠＋犤Δ牠）

２
… （牆

牕
牠＋犤Δ牠）

２

   

（牆
１
牠＋犤Δ牠）

牔
（牆

２
牠＋犤Δ牠）

牔
… （牆

牕
牠＋犤Δ牠）

熿

燀

燄

燅牔

犧
１
牠＋犤Δ牠

犧
２
牠＋犤Δ牠



犧
牔
牠

烅

烄

烆

烍

烌

烎＋犤Δ牠

（９）

简写为

┑牠＋犤Δ牠犧牠＋犤Δ牠＝ 牨′牠＋犤Δ牠 （１０）

根据上述分析，对于载荷识别过程中的每一步，

┑牠＋犤Δ牠为已知，且┑牠＋犤Δ牠实际为系数柔度阵的一部分，

仅考虑线弹性结构，┑牠＋犤Δ牠不随时间变化，由式（１０）

可解出｛牨′｝牠＋犤Δ牠，对式（１０）的求解讨论如下：

１）当牔＜牕时，测点数小于待识别的未知力数，

不能得到惟一解，无法识别；

２）当牔＝牕时，可以求得犧牠＋犤Δ牠的一组惟一解。

３）当牔＞牕时，对┑牠＋犤Δ牠求广义逆，可以求得一组

最小二乘解。

求出犧牠＋犤Δ牠后，可以求出牠＋犤Δ牠时刻的动载荷值

爡
牏
（牠＋犤Δ牠），由于上一步的载荷爡

牏
（牠）已知，故可以识

别出下一载荷步的载荷为

爡
牏
（牠＋ Δ牠）＝ （爡

牏
牠＋犤Δ牠－ 爡

牏
牠）燉犤＋ 爡

牏
牠 （１１）

 基于〇━┈┄┃┐θ算法的载荷识别模态

方法

单自由度有阻尼系统的受迫振动方程为

牔牨（牠）＋ 牅牨（牠）＋ 牑牨（牠）＝ 牊（牠） （１２）

将时间点离散牠１～牠爫，在牠１时刻作用一个单位的

脉冲载荷，用Ｗｉｌｓｏｎθ算法求得加速度响应牎（牠），则

真实载荷牊（牠１）可以看作是作用一个幅值为牊（牠１）的

脉冲载荷，同理，其他各个时刻点可以线性叠加，关

系如下

牨（牠１）＝ 牊（牠１）牎（Δ牠）

牨（牠２）＝ 牊（牠１）牎（２Δ牠）＋ 牊（牠２）牎（Δ牠）



牨（牠爫）＝∑
爫

牏＝１

牊（牠牏

烅

烄

烆 ）牎（爫Δ牠）

（１３）

基于以上爫个线性方程组，得到矩阵

牨（牠１）

牨（牠２）



牨（牠牕

烅

烄

烆

烍

烌

烎）

＝

４（Δ牠）

牎（２Δ牠） 牎（Δ牠）

  
烅

烄

烆

烍

烌

烎牎（牕Δ牠） 牎（（牕－ １）Δ牠） … 牎（Δ牠）

牊（牠１）

牊（牠２）



牊（牠牕

烅

烄

烆

烍

烌

烎）

（１４）

简写为 ┿（牠）＝┘┰（牠）

根据已知测点的加速度响应┿（牠）可以对矩阵求

逆得到┰（牠）。

对于多自由度系统运动方程┝╂（牠）＋┓╂（牠）＋

┛╂（牠）＝┖（牠）

令╂（牠）＝犎┻（牠），对其解耦得到

爩牜┻牜（牠）＋ 爞牜牚牜（牠）＋ 爦牜牚牜（牠）＝ 爡牜（牠）

（牜＝ １，２，…，爫） （１５）

其中：爡牜（牠）＝犎
Ｔ
牜┖（牠）
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解耦后的方程为各阶单自由度

┻牜（牠）＝ ┘牜犎
Ｔ
牜┖（牠） （１６）

╂（牠）＝∑
爫

牜＝１

犎牜┻牜（牠）＝∑
爫

牜＝１

犎牜┘牜犎
Ｔ
牜┖（牠）（１７）

其中：┘牜为第牜阶单自由度上作用单位脉冲载荷形

成的矩阵，求解式（１７）可以得到┖（牠）动载荷。

 仿真计算分析

算例  三自由度弹簧质量块系统 牔１＝牔２＝

牔３＝１ｋｇ，牑１＝牑２＝牑３＝２．５ｋＮ燉ｍ，爞＝０２爩＋

０２爦，在第３自由度加载牊（牠）＝１００ｓｉｎ（４π牠）简谐激

励，在第２自由度上测的加速度响应，识别的动载荷

如图１所示，加入５％噪声后的识别效果如图２所示。

可以看出，识别的效果很好，发散的速度很慢，抗噪

性能好。

图１ 识别的效果图

图２ 加入５％噪声后的识别效果图

算例  长度为 １ｍ，截面尺寸为 ００５ｍ×

０００５ｍ的两端简支矩形截面梁，弹性模量为７２×

１０
９
Ｎ燉ｍ

２
，材料密度为２７００ｋｇ燉ｍ

３
，模型如图 ３所

示，有限元划分１０个单元，各阶阻尼比取００２，在第

４单元节点处加载正弦激励牊（牠）＝１００ｓｉｎ（４π牠），用

测得的第５节点加速度响应来识别载荷。

取前６阶模态，图４为理论值和该方法识别的结

图３ 两端简支梁的模型

果对比，图５为与传统时域方法识别的效果对比。

图４ 识别的结果对比图

图５ 与传统时域方法识别的对比图

可以看出，短时间内识别效果较好，发散速度

慢，但随时间的增大还是出现了发散。以上算例验证

了该时域识别方法具有较好的稳定性、精确性和抗

噪性，可以有效识别未知载荷。

 参数对识别效果的影响

时域载荷识别的效果与很多参数有关，以两端

简支梁为例，探讨各种参数对识别误差和发散速度

的影响。设定一个值牉反应真实力与识别力的发散

速度，因为发散存在于每一个步长里，所以定义牉为

一个周期内平均取爫个点、计算每个点的识别力与

理论值的绝对误差，取平均值再比上理论值的最大

幅值，数学表达式为
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牉（爫）＝
１

爛∑
爫

牏＝１

（燏牘（牏Δ牠）－ 牊（牏Δ牠）燏）

（牏＝ 爴燉爫Δ牠） （１８）

． 阻尼

设步长为０００１ｓ，犤＝１４，改变各阶阻尼比得

到牉（１）的值如表１所示。表１中数据表明，改变阻尼

比对牉值的影响很小。

． 时间步长

设定各阶阻尼比为００２，犤＝１４，改变步长得到

牉（２）的值如表２所示。从表２可知，步长对识别精度

和发散速度有较大的影响，理论上步长越小，识别的

结果越接近理论值，但对计算机和计算时间要求越

高，当步长增大到一定程度时，识别的结果出现发

散、无法识别；因此在计算机能力允许的情况下，尽

量减小步长可以使结果逼近精确值。

． 熪值

设定各阶阻尼比为００２，时间步长为０００１ｓ，

改变犤值，得到牉（３）的值如表３所示。可见，犤值等于

１３６５左右为平衡点，当小于这个值时，该方法识别

结果发散非常快，当大于这个值，识别的效果基本变

化不大，用Ｗｉｌｓｏｎθ算法求解时一般取犤为１４。

表 阻尼比与相应┯值对照表

阻尼比 ００ ００１ ００３ ００５ ０１ ０５ ０８ １０

牉（１） ００６１５ ００６２３ ００６３０ ００６３３ ００６３７ ００６６０ ００６７７ ００６８９

表 时间步长与相应┯值对照表

步长 ００００１ ００００５ ０００１ ０００２ ０００３ ０００５ ００１ ００５

牉（２） ０００１５ ００１６２ ００６２７ ０２５０１ ０５５６９ １５８１８ ６１９２２ １２８９６７５

表 熪值与相应┯值对照表

犤值 １３５ １３６ １３６０５ １３６１ １３６５ １４ ２０ １００

牉（３）１１１１３×１０
１２ １０７８７ ０２８０５ ００７５４ ００６２３ ００６２７ ００６３３ ００６３３

 结束语

基于Ｗｉｌｓｏｎθ的动载荷时域方法的识别精度和

稳定性均优于传统的时域识别方法；基于Ｗｉｌｓｏｎθ

的动载荷时域方法仍无法解决识别过程无条件稳定

性问题，但相对传统的时域识别方法有明显改善；系

统阻尼、时间步长和犤值的选取对动载荷识别效果

有影响。
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