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摘要 考虑拉杆转子特殊的结构形式以及各个接触面的接触效应对转子刚度的影响，将拉杆和接触面等效为一个

具有非线性刚度项的抗弯弹簧，建立了拉杆转子的运动方程。利用谐波平衡法，同时引入预测校正算法和同伦算法

来求解转子的运动方程，通过算例验证了该方法的有效性。对不同结构参数影响下的双稳态振动特性进行了研究，

结果表明，由于结构上的不连续，各个接触界面的接触效应给整个转子结构引入非线性因素是盘式拉杆转子“双稳

态”特征的主要原因，非线性刚度、偏心量、阻尼以及偏心矢量夹角都会影响转子的双稳态特性，可以通过调整结构

参数的大小避免“双稳态”区的出现。
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引 言

盘式拉杆转子是各类航空发动机和大型燃气轮

机广泛采用的一种转子结构形式，它主要是通过拉

杆螺栓将各级轮盘压紧组合成转子。由于这种特殊

结构形式的转子不再是一个连续的整体，存在轮盘

间及拉杆与盘间的接触，微观上会产生接触微变形、

粘着和微滑等力学现象，必然使得连接段的刚度和

阻尼产生宏观上的非线性变化，从而导致整个拉杆

转子的动力学特性非常复杂。从实际使用情况来看，

这种结构的转子故障频发，但由于故障机理不明，给

该类型机械的使用和维护带来诸多不便，造成了巨

大的经济损失。

ＳｈａｗＳＨ
［１］对一个具有非线性刚度的细长轴

的振动进行了理论研究，结果表明系统存在混沌运

动。ＣｖｅｔｉｃａｎｉｎＬ
［２］用平均法分析了非线性弹性材料

转子系统受周期激励时的主共振响应，并对３种不

同材料的转轴进行试验，证实了具有非线性刚度的

转子系统存在振动突变现象。罗跃纲
［３］考虑物理非

线性因素，研究了具有非线性刚度轴的转子系统的

振动特性，结果表明此类非线性振动系统具有分岔

和混沌等复杂的动力学行为。吴敬东
［４］研究了具有

非线性刚度转子系统的主共振特性，指出在特定参

数下转子的幅频响应会发生跳跃和滞后等现象。

一些学者［５９］对盘式拉杆转子这类特殊的转子

进行了研究，分析了其固有振动的频率和振型，但对

双稳态这种特殊的振动特征没有涉及。程礼
［１０］针对

拉杆转子的结构特点，构建了考虑结构阻尼和挤压

油膜阻尼力的转子动力学简化模型，对转子的稳定

性进行了研究。赵明
［１１］对具有挤压油膜阻尼器的多

转子系统双稳态振动进行了研究，分析了后支承刚

度、传动功率和油膜分布对双稳态特性的影响。

根据某型航空发动机的高压转子结构特点，笔

者将拉杆转子进行了适当简化，建立了相应的力学

模型，通过数值仿真，研究了不同结构参数对拉杆转

子的“双稳态”振动特性的影响。

 力学模型

工程中使用的盘式拉杆转子多由拉杆、轮盘和

附联构件组成。某型航空发动机的高压转子的后三

级盘及篦齿封严盘结构如图１所示。转子各级盘之

图１ 某型航空发动机高压压气机转子结构图
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间都夹着一个等直径的隔离圈，隔离圈与盘之间靠

圆柱面定位，用一组长螺杆将鼓筒和各级轮盘拉紧，

靠端面摩擦传扭。各级盘缘处均前后外伸，互相之间

采用圆柱面配合，形成外层鼓筒和封严结构，进一步

增加了刚性［１０］
。

由于盘与盘之间靠拉杆螺栓连接，并不是一个

连续的整体，拉杆螺栓预紧力的大小以及各个接触

面的接触效应均会对转子的刚度产生影响，在实际

计算中将拉杆和接触面等效为一个具有非线性刚度

项的抗弯弹簧。考虑到盘式拉杆转子的计算难点主

要在于拉杆与轮盘以及各轮盘间的连接和接触，笔

者以两个轮盘和２４根周向拉杆组成的转子为研究

对象，简化后的力学模型如图２所示。

图２ 简化后的转子力学模型

将盘简化成质量分别为牔１和牔２的两个刚性圆

盘，偏心量分别为牉１和牉２，两盘质量偏心矢量夹角为

犺。拉杆结构简化为等效的抗弯弹簧，不计弹簧的质

量，具有非线性的刚度特征，其弹性回复力可表示为

牘（牨）＝牑３牨＋牑４牨
３
。两端分别与不计质量的弹性轴相

连，轴的弯曲刚度分别为牑１和牑２。轴、抗弯弹簧的阻

尼系数分别为牅１，牅２和牅３。

只考虑该转子模型在牨牪平面内的弯曲振动，

忽略圆盘重力的作用，则圆盘的质心运动方程可表

示为

牔１牨１＋ 牅１牨１＋ 牅３（牨１－ 牨２）＋ 牑１牨１＋

牑３（牨１－ 牨２）＋ 牑４（牨１－ 牨２）
３
＝ 牔１牉１犽

２
ｃｏｓ（犽牠）

牔２牨２＋ 牅２牨２－ 牅３（牨１－ 牨２）＋ 牑２牨２－

牑３（牨１－ 牨２）－ 牑４（牨１－ 牨２）
３
＝

牔２牉２犽
２
ｃｏｓ（犽牠＋ 犺）

牔１牪１＋ 牅１牪１＋ 牅３（牪１－ 牪２）＋ 牑１牪１＋

牑３（牪１－ 牪２）＋ 牑４（牪１－ 牪２）
３
＝ 牔１牉１犽

２
ｓｉｎ（犽牠）

牔２牪２＋ 牅２牪２－ 牅３（牪１－ 牪２）＋ 牑２牪２－

牑３（牪１－ 牪２）－ 牑４（牪１－ 牪２）
３
＝

牔２牉２犽
２

烅

烄

烆 ｓｉｎ（犽牠＋ 犺）

（１）

 计算方法

式（１）包含立方项，会出现多解的情况，常用的

求解微分方程组的方法对初值的选取是敏感依赖

的，在求解多解问题时效果不能令人满意。此外，在

追踪参数变化下系统的振动响应时，传统的方法是

在给定的初值下重复迭代求解过程，效率较低，初值

选取不当不仅浪费很多计算时间，甚至可能造成求

解失败。

考虑到初值选择的局限性，引入了同伦法，利用

其全局搜索能力来提高解的收敛性。为避免重复迭

代求解效率低的问题，采用预测校正算法来求解由

谐波平衡法得到的非线性方程组，得到谐波系数，从

而确定原方程的解。

设 式（１）的稳态近似解为：牨１＝爛１ｓｉｎ（犽牠）＋

爛２ｃｏｓ（犽牠）；牨２＝ 爛３ｓｉｎ（犽牠）＋ 爛４ｃｏｓ（犽牠）；牪１＝

爛５ｓｉｎ（犽牠）＋爛６ｃｏｓ（犽牠）；牪２＝爛７ｓｉｎ（犽牠）＋爛８ｃｏｓ（犽牠）。

其中：爛１，爛２，爛３，爛４，爛５，爛６，爛７和爛８为待定系数。将

近似解代入式（１）中，平衡正弦和余弦函数系数后得

到一个非线性方程组，记为

爡（┿，犽）＝ ０ （２）

其解曲线问题可转化为常微分方程的柯西问题

┿（犽）＝－ ［爡′牣（犽，┿）］
－１
爡′犽（犽，┿）

┿（犽０）＝ ┿
烅
烄

烆 ０

（３）

这样，采用欧拉法或者其他更高阶数值方法求

得一条通过（┿０，犽０）的积分曲线，即为式（２）的解曲

线，得到了谐波系数就可以确定非线性振动方程（１）

的近似解。

采用欧拉积分公式，则有

┿牑＋１＝ ┿牑－ ［爡′牣（犽牑，┿牑）］
－１
爡′犽（犽牑，┿牑）Δ犽

犽牑＋１＝ 犽牑
烅
烄

烆 ＋ Δ犽
（４）

在式（３）的迭代求解过程中，可以利用式（５）进

行一般牛顿迭代的修正

┿
（牏＋１）
牅，牑 ＝ ┿

（牏）
牅，牑－ ［爡′牣（犽

（牏）
牑 ，┿

（牏）
牅，牑）］

－１
爡（犽

（牏）
牑 ，┿

（牏）
牅，牑）（５）

使近似解充分逼近解曲线，误差满足精度要求。

利用预测校正法求解非线性方程组（２）的过程

中，需要确定初始值（┿０，犽０），通常情况下初始值的

选取取决于计算者的经验，没有确定的规律可循；因

此，初始值选取是方程求解的关键。当非线性方程组

存在多解的情况时，初始值的选择就更为困难。

针对上述问题，考虑到同伦算法可以扩大迭代

格式的收敛域，将其引入到方程的求解中。为求非线

性方程爡（┿，犽）＝０的解，构造一个带有参数牠的映

射爣：［０，１］×爲
牕
→爲

牕
，使得
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爣（０，（┿，犽））＝ 爢（┿，犽）

｛爣（１，（┿，犽））＝ 爡（┿，犽） （６）

其中：方程爢（┿，犽）＝０的解已知；映射爣（牠，（┿，犽））

称为同伦映射。

通过同伦映射，把求解方程爡（┿，犽）＝０转化为

求解同伦方程爣（牠，（┿，犽））的解。如果同伦方程对任

何 ０≤牠≤１有解┿（牠）存在，那么对应于爲
牕中的解曲

线┿（牠），起点为┿（０），终点为┿（１），且有

爢（┿（０），犽）＝ 爣（０，（┿（０），犽））＝ ０

｛爡（┿（１），犽）＝ 爣（１，（┿（１），犽））＝ ０ （７）

终点┿（１）就是所求方程爡（┿，犽）＝０的解。

 结构参数对双稳态振动特性的影响

 算 例

利用笔者提出的计算方法对式（１）进行求解，计

算结果是盘１和盘２质心的幅频特性曲线。由于转子

在牨和牪方向的刚度、阻尼相同，不考虑重力作用时

两个方向的振动相同，本研究均只给出牨方向的计

算结果。

计算中系统的参数取值如下：牔１＝３２ｋｇ，牔２＝

３０ｋｇ，牉１＝牉２＝０１ｍｍ，犺＝π，牅１＝牅２＝２００（Ｎ·ｓ）燉

ｍ，牅３＝１００（Ｎ·ｓ）燉ｍ，牑１＝２×１０
７
Ｎ燉ｍ，牑２＝牑３＝

牑４＝１×１０
７
Ｎ燉ｍ。

通过计算可知，利用笔者提出的求解方法，可以

快速地求出式（１）的３个周期解，如图３所示。根据稳

定性判断方法［１２］可知，图中虚线所示为不稳定周期

解，实线所示为稳定周期解。仿真计算验证了该方法

的有效性。

图３ 转子振动的幅频特性曲线

图４为某型航空发动机飞行过程中测得的振动

图。从图４可以看出，发动机转子在１阶临界转速之

后出现了双稳态区，与图３的计算结果非常吻合。经

图４ 发动机机载振动图谱

过适当简化后的拉杆转子模型很好地复现了双稳态

故障现象，说明该模型是合理的。

 偏心矢量夹角的影响

改变偏心矢量夹角犺的取值，其他系统参数的

取值与算例中的取值相同，计算结果如图５所示。

图５ 不同犺值时转子振动的幅频特性曲线

比较图３和图５可以看出，不平衡矢量夹角对双

稳态产生的区域影响较大，而对临界转速几乎没有

影响。当犺＝０时，出现双稳态的转速范围为１１８０～

１７００ｒａｄ燉ｓ，而其他两种情况下，出现双稳态的转速
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区间非常大，都超出了２０００ｒａｄ燉ｓ，经过计算发现双

稳态区间在１００００ｒａｄ燉ｓ时仍然存在。从出现双稳

态的初始转速看，犺＝０时的初始转速要明显小于其

他两种情况。

 阻尼的影响

系统参数的取值如下：牔１＝３２ｋｇ，牔２＝３０ｋｇ，

犺＝π，牉１＝牉２＝０１ｍｍ，牑１＝２×１０
７
Ｎ燉ｍ，牑２＝牑３＝

牑４＝１×１０
７
Ｎ燉ｍ。计算结果如图６所示。

图６ 不同阻尼下转子振动的幅频特性曲线

从图６可以看出，当阻尼较小时，出现双稳态的

区域非常大；随着阻尼的增加，出现双稳态的区域逐

渐减小，特别是阻尼牅３的增加会显著缩小双稳态区。

 偏心量大小的影响

系统参数的取值如下：牔１＝３２ｋｇ，牔２＝３０ｋｇ，

犺＝０，牅１＝牅２＝牅３＝１００（Ｎ·ｓ）燉ｍ，牑１＝２×１０
７
Ｎ燉ｍ，

牑２＝牑３＝牑４＝１×１０
７
Ｎ燉ｍ。计算结果如图７所示。

图７ 不同偏心量下转子振动的幅频特性曲线

从图 ７可以看出，当偏心量 牉１＝牉２＝００１ｍｍ

时，系统只有单一的稳态解，不会出现双稳态区；随

着偏心量的增加，双稳态区逐渐增大。

 非线性刚度的影响

系统参数的取值如下：牔１＝３２ｋｇ，牔２＝３０ｋｇ，

犺＝０，牅１＝牅２＝牅３＝２００（Ｎ·ｓ）燉ｍ，牉１＝牉２＝０１ｍｍ，

牑１＝２×１０
７
Ｎ燉ｍ，牑２＝牑３＝１×１０

７
Ｎ燉ｍ。计算结果如
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图８所示。

图８ 不同非线性刚度下转子振动的幅频特性曲线

从图８可以看出，非线性刚度项对转子双稳态

区域的影响较大，对临界转速几乎没有影响。随着非

线性刚度的减小，双稳态区迅速减小；当非线性刚度

牑４＝１×１０
５
Ｎ燉ｍ时，系统不再出现双稳态区，只有单

一的稳定周期解存在。

 讨 论

仿真计算结果很好地复现了某型发动机实际使

用中出现的“双稳态”振动现象。在不同系统参数下，

转子振动特性有很大差异。当非线性刚度项不存在

或者非常小时，系统不会出现“双稳态”现象，只有单

一的稳定解；当非线性刚度存在时，双稳态区的范围

还取决于其他结构参数，如转轴刚度、阻尼和矢量夹

角等。

在“双稳态”振动出现的区域，转子振幅处于何

种状态主要由系统的初始条件决定。在外界扰动存

在的情况下，系统的初始状态很容易发生改变，振动

会在两种稳定状态间来回变化；因此，在“双稳态”振

动区会出现振幅忽大忽小的跳跃现象。

由于拉杆转子的特殊结构，不可能消除非线性

刚度，要避免转子出现“双稳态”振动，最有效的办法

是通过调整系统参数，避免“双稳态”区的出现。

 结 论

１）将拉杆和接触面等效为一个具有非线性刚

度项的抗弯弹簧是合理的，由于结构上的不连续，各

个接触界面的接触效应给整个转子结构引入了非线

性因素，这是盘式拉杆转子“双稳态”特征出现的主

要原因。

２）当非线性刚度项较小或不存在时，系统不会

出现双稳态区，只有单一的稳定周期解存在。

３）当非线性刚度项达到一定程度时，偏心矢量

夹角、阻尼及偏心量等结构参数对双稳态振动特性

都有影响，偏心量增大、阻尼减小和偏心矢量夹角增

大都会使双稳态区变大。

４）不同的结构参数组合对“双稳态”振动区范

围的影响较为复杂，通过调整系统参数可以避免“双

稳态”区的出现。
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