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摘要 基于传统有效独立法（ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ，简称 ＥＩ法），以测点的频响函数为驱动点留数加权

有效独立分布向量，提出改进的有效独立法用于传感器优化布置。该方法弥补了传统有效独立法会得到振动能量

较低测点的缺点，可针对位移、速度和加速度不同类型的传感器采用相应的频响函数分别进行优化布置。应用该方

法对一座矮塔斜拉桥三向加速度传感器进行优化布置，并采用模态保证准则和抗噪声能力准则对布置方案进行评

价，结果表明，改进有效独立法能得到精确、经济的传感器布置。
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引 言

传感器布置是桥梁结构健康监测系统的一项关

键技术，传感器布置的两个最基本的问题是确定传

感器的数量和布置位置。文献［１２］介绍了几种常见

的优化布置方法。以优化目标函数分类，主要的传感

器优化准则有：ａ．参数识别误差最小准则，如有效独

立法［３６］
；ｂ．能量最大准则，如模态动能法；ｃ．系统可

控度与可观度准则，如特征系统实现法
［７］
；ｄ．模型缩

减准则，如 Ｇｕｙａｎ缩减法；ｅ．基于参数损伤敏感性

准则［８］
；ｆ．其他方法，如模态保证准则等。上述方法

中应用较广泛的是由 Ｋａｍｍｅｒ提出的 ＥＩ法，其基

本思想是基于每个传感器测点对确定模态向量线性

无关贡献大小，用有限的传感器采集尽可能多的线

性无关信息，从而获得模态的最佳估计。ＥＩ法的一

个不足之处在于得到的布置方案中可能含有振动能

量很低的测点，测点的信噪比下降，增大健康监测系

统参数估计误差。另外，大跨桥梁结构的低阶振型不

仅仅以主梁竖弯振型为主，还包括主梁横弯、扭转振

型和主塔的弯曲振型等；因此，监测主梁和主塔的多

维振型将为健康监测系统提供更加丰富的数据。

笔者提出改进的有效独立法，并将其用于位移、

速度和加速度传感器优化布置。该方法以测点的频

响函数为驱动点留数加权有效独立分布向量，针对

位移、速度和加速度不同类型的传感器采用相应的

频响函数。由于考虑了测点能量的大小，可以提高测

点的信噪比，得到抗噪声能力强的传感器布置方案。

 有效独立法传感器优化布置原理

对于线性时不变结构，任一点响应均可表示成

模态向量的线性组合［９］
，且高阶振型的贡献很小，故

结构测点响应输出 ╄牞可以写成前 牕阶振型组合

╄牞（牠）＝ 犎牞┻（牠）＋ 犡（牠）≈∑
牕

牜＝１

┻牜（牠）犗牜＋ 犡（牠） （１）

其中：╄牞（牠）为传感器在 牠时刻的输出向量，可以是结

构的位移、速度或加速度；犎牞为对应测点缩减后的

模态矩阵；┻（牠）为广义模态坐标向量，表示各阶模态

对结构响应的贡献大小；犗牜为第 牜阶模态向量，牜＝

１，２，…，牕；犡（牠）为考虑噪声的影响。

环境激励下的结构模态参数识别是以环境激励

作为荷载输入，而不将其作为噪声考虑。噪声来源主

要包括传感器和信号传输系统产生的噪声［１０］
。假设

各仪器产生的噪声相互独立且具有相同的测量方

差，则

┢＝ 犲
２
┙ （２）

其中：┢为噪声的自相关函数，是单位矩阵的 犲
２倍；

犲
２为噪声的方差值。

┻的有效无偏估计为

┻
∧

＝ ［犎
Ｔ
犎］

－１
犎
Ｔ
╄ （３）
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估计值的协方差矩阵为

┚＝爠［（┻－ ┻

）（┻－ ┻


）
Ｔ
］＝ ［犎

Ｔ
（犲
２
）
－１
犎］

－１
＝

┡
－１
＝
１

犲
２┑

－１
（４）

估计误差的协方差最小作为模态坐标的最佳估

计。估计误差的协方差矩阵┚最小等价于Ｆｉｓｈｅｒ信

息阵 ┡或 ┑的最大化，将会得到 ┻的最佳估计。

很多文献给出了求最大化 Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵 ┡

的方法。基于测点对确定模态向量线性无关贡献的

大小，Ｋａｍｍｅｒ提出了有效独立法。其构造有效独立

向量依次删除对信息阵 ┡贡献小的测点，所保留的

测点测得的试验模态即是模态空间的最佳估计。

构造幂等矩阵 ┕
［３］为

┕＝ 犎［犎
Ｔ
犎］

－１
犎
Ｔ
＝ 犎┑

－１
犎
Ｔ

（５）

矩阵 ┕的秩等于其迹，对角线上第 牏个元素表

示第 牏个测试点对矩阵 ┑的贡献。将矩阵 ┕的对角

线元素写成如下列向量

┕┙＝ ［爠１１，爠２２，…，爠爫爫］
Ｔ

（６）

０≤爠牏牏≤１，若 爠牏牏＝０，表示第 牏个测点对识别目

标模态无效；若 爠牏牏＝１，表示 牏测点是识别目标模态

的关键点。

有效独立法通过 ┕矩阵对角元素的大小来对

各个候选测点的优先顺序进行排序，每次迭代删除

最小值对应的测点，保留 爠牏牏值较大的对应 牔个测

点，就是模态空间的最佳估计。

 改进有效独立法

有效独立法的一个不足之处在于得到的布置方

案中可能含有振动能量较低的测点［１］
，测点的信噪

比下降，增大了结构参数的识别误差。笔者以测点的

频响函数作为加权系数，改进有效独立法，使得各测

点保持较高的信噪比。

传感器信号的信噪比［１１］为

ＳＮＲ牏＝ １０ｌｇ∑
牠

牐＝１

牃牏牐
２
燉∑

牠

牐＝１

犲牏牐槏 槕
２

（７）

其中：牃牏牐，犲牏牐分别为第 牏测点在第 牐时间点的信号值

和噪声值；牠为采样时间点总数。

传感器布置在信号值较大的测点能提高采样信

号的信噪比，可以利用频响函数选择信号值较大的

测点。单点激励时，测试点牓和激励点牘之间的加速

度频响函数［１２１３］为

爣牓牘（犽）＝∑
牕

牜＝１

犺牓牜犺牘牜犽
２

爩牜（犽
２
牜－ 犽

２
＋ ｊ２犢牜犽牜犽）

（８）

将振型按质量矩阵归一化，即 爩牜＝１。假设第 牜

阶模态对应激励力频率为 犽牜，其他频带激励力在该

阶模态响应可忽略，且各阶模态阻尼比近似相等，则

爣牓牘（犽）＝∑
牕

牜＝１

犺牓牜犺牘牜

ｊ２犢
（９）

其中：爣牓牘（犽）为在 牘点作用单位力时 牓点的加速度

响应，即测点加速度响应与 犺牓牜犺牘牜成正比。

为了表示某个测点在一般激励输入下的加速度

响应大小，定义第 牏测点驱动点加速度留数 ＤＡＲ为

ＤＡＲ（牏）＝∑
牕

牜＝１

犺
２
牏牜 （１０）

ＤＡＲ值较大的测点相应的加速度响应也较大，

因此，可以通过有效独立分布向量乘以驱动点加速

度留数来弥补 ＥＩ法的不足，使得加速度传感器采集

的信号具有较高的信噪比

爠牏牏＝ 爠牏牏ＤＡＲ（牏） （１１）

式（１１）不仅反映了测点 牏对确定模态向量线性

无关的贡献量，而且还反映了该测点在环境激励下

加速度响应的相对值。在每次迭代计算时，通过爠牏牏

值的大小来对各个候选测点的优先顺序进行排序，

删除爠牏牏最小的对应测点，再进行下一次迭代，最后

保留的 牔个测点是综合反映模态向量线性无关和

测点响应大小的优化传感器的布置位置。

由于位移、速度、加速度频响函数存在如下关系

爣牃（犽）＝ ｊ犽爣牤（犽）＝－ 犽
２
爣牆（犽） （１２）

可以定义第 牏测点驱动点位移留数 ＤＤＲ和驱动点

速度留数 ＤＶＲ分别为

ＤＤＲ（牏）＝∑
牕

牜＝１

犺
２
牏牜

犽牜
２ （１３）

ＤＶＲ（牏）＝∑
牕

牜＝１

犺
２
牏牜

犽牜
（１４）

式（１３）、式（１４）分别乘以 爠牏牏即可用于位移和速

度传感器的优化布置。

 工程应用

笔者对一座预应力混凝土矮塔斜拉桥进行动力

分析，应用改进有效独立法对该桥三向加速度传感

器优化布置进行了研究。

 桥梁概况

峪道河大桥上部结构为 ３０＋６０＋１２０＋６０＋３０

预应力混凝土矮塔斜拉桥（单位为 ｍ），桥宽为

１２５ｍ，见图１（ａ）。主跨采用墩、塔、梁固结体系，辅

助墩采用抗震滑动支座，连接墩采用四氟乙烯滑板支

座。主梁为全预应力混凝土 Π型梁，梁高 １８ｍ。主
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塔高度为 １５３ｍ（桥面以上），侧面为扇形外张，立面

为直线放射型。斜拉索平行布置，全桥共 １４对拉索，

塔上索距为 １６ｍ，主梁上索距为 ７２ｍ。左墩高

２２１ｍ，右墩高 ２８３ｍ，不是完全对称结构。

图 １ 峪道河大桥

 有限元模型及动力分析

依据设计资料及现场施工控制数据建立桥梁三

维有限元模型，如图 １（ｂ）所示。考虑主梁扭转振型，

采用双主梁模型。图 ２给出了前 ４阶振型。

图 ２ 桥梁前 ４阶振型图

表 １给出了有限元计算的 １～１５阶模态参数，

以及各个方向的振型参与质量系数（振型贡献率），

牜牪，牜牫，牜犤分别为竖弯、横弯和扭转振型的参与质量系

数。振型参与质量系数用于反映各阶振型对桥梁振

动的贡献程度。振型按质量矩阵归一化后，第牏阶振

型的振型参与质量系数 牜牏为

牜牏＝ 爩爠牏燉∑
牕

牏＝１

牔牏＝ 犞牏
２
燉∑

牕

牏＝１

牔牏 （１５）

其中：犞牏＝犗牏
Ｔ
┝┕，为第 牏阶振型的振型参与系数。

表  峪道河大桥模态参数

阶次 牊燉Ｈｚ 振型特征 牜牪 牜牫 牜犤

１ ０６０１ １阶对称竖弯 ０２５７ ０．０００ ０．０００

２ ０９０６ １阶对称横弯 ０．０００ ０８５０ ０１８２

３ １１４７ １阶反对称竖弯 ０．０００ ０．０００ ０．０００

４ １２９１ １阶扭转 ０．０００ ０００５ ００３５

５ １３０４ １阶反对称横弯 ０．０００ ０００４ ０．０００

６ １４３６ ２阶对称竖弯 ０３４４ ０．０００ ０．０００

７ １４８８ ２阶反对称竖弯 ０．０００ ０．０００ ０．０００

８ １９１９ 主塔对称横弯 ００１４ ０．０００ ０．０００

９ １９２４ 主塔反对称横弯 ０．０００ ０．０００ ０．０００

１０ ２１２９ ２阶反对称横弯 ０．０００ ０００４ ０２３２

１１ ２３２５ 反对称扭转 ０．０００ ０．０００ ０．０００

１２ ２３５４ 纵漂 ００６６ ０．０００ ０．０００

１３ ２４７１两边跨反对称扭转 ０．０００ ０００２ ０１２２

１４ ２５２６ 反对称扭转 ０．０００ ０．０００ ０．０００

１５ ２９０２两主塔反对称横弯 ０．０００ ０００１ ０００５

由表 １可发现，反对称振型对各个方向的振型

贡献率都为 ０。这是因为该桥关于牨，牪轴基本对称，

质量矩阵也对称，而振型向量反对称。从式（１５）可

知，该阶振型对结构响应的贡献为零。然而，对于以

损伤识别为目标的健康监测，低阶的反对称振型同

样提供了大量有价值的信息；因此，传感器优化布置

同样需要将反对称振型作为监测目标振型。

 传感器布置方案

参考表 １中振型特征及 ３个方向的振型参与质

量系数，确定前１５阶振型为监测的目标模态。竖弯、

横弯和扭转 ３个方向的振型参与系数分别达到

７１％，８６％和 ５７％。竖弯振型取表 １中第 １，３，６，７

阶；横弯振型取第 ２，５，１０阶；扭转振型取第 ４，１２，

１３，１４阶；主塔振型取第 ８，９，１０，１５阶。

由于主塔高度较小，振型都是 １燉４波曲线，因此

可以直观地在塔顶布置横桥向和顺桥向双向传感器

用于监测主塔振动。图３给出了分别以竖弯、横弯和

扭转振型为监测模态时的最少传感器数量的布置方

案。监测竖弯、横弯的传感器可布置在主梁上游单

侧，扭转振型可以通过主梁两侧对应自由度竖向相

对位移值表示，因此传感器沿两侧对称布置。

理论上，识别 牕阶模态仅需要 牕个传感器即可，

考虑到有限元模型误差和噪声的影响，为保证模态
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较好的正交性，实际上所需的传感器个数要大于 牕

个。图 ４给出了综合模态保证准则和抗噪声能力准

则后全桥 ３个方向传感器布置方案，上游侧的竖向

加速度传感器可同时用于监测竖弯和扭转振型。图

中圆点表示竖向传感器，方点表示横向传感器。全桥

共有 １４个竖向传感器和 ９个横向传感器。

 结果评价

为评价改进有效独立法的优劣，笔者用模态保证

准则（ｍｏｄａｌａｓｓｕｒａｎｃｅｃｒｉｔｅｒｉｏｎ，简称 ＭＡＣ）和抗噪

声能力准则对上述加速度传感器布置结果进行分析。

３．４．１ 模态保证准则

﹢﹤牏牐＝ （犗
Ｔ
牏犗牐）

２
燉（犗

Ｔ
牏犗牏）（犗

Ｔ
牐犗牐） （１６）

理论模态矩阵犎中各阶模态向量独立、正交。有

效独立法只保证模态向量线性无关，而模态保证准则

是衡量模态向量正交性的很好指标。由于模态向量是

关于质量矩阵带权正交的，﹢﹤矩阵的非对角线元

素一般不为 ０。非对角线元素越大，模态向量相关程

度越大，因此测点布置应使非对角线元素足够小。这

里选用﹢﹤矩阵非对角线元素均方根ＲＭＳ作为评

价指标，ＲＭＳ值越小，则模态向量正交性越好。

表 ２给出了对应 ＥＩ法和改进 ＥＩ法 ３个不同方

向传感器布置时的 ﹢﹤矩阵非对角线元素的均方

根，可以发现，两种方法 ＲＭＳ值基本相等，其中竖

弯和扭转对应的均方根接近于 ０，表明测试模态向

量保持了很好的正交性；横弯对应的均方根都较大，

失去了模态向量的正交特性，为此需要增加测点使其

减小。如图 ４所示，两个新增测点布置在边跨靠近第

３根拉索处，均方根最小，为 ０１７，达到很好的效果。

表  ﹢﹤矩阵非对角线元素均方根

测点布置 竖弯 ＲＭＳ 横弯 ＲＭＳ 扭转 ＲＭＳ

改进 ＥＩ法

布置方案 ７４００×１０
－４ ０．４１８４ １３６１×１０－４

ＥＩ法

布置方案 ３７９３×１０
－４ ０．２８４２ ４２５５×１０－４

增加测点

布置方案 １８８３×１０
－３ ０１７２７ １５４０×１０－３

３．４．２ 抗噪声准则

实测信号将受到不同水平噪声的干扰，一个好

的传感器布置方案还要有较好的噪声鲁棒性。选用

Ｆｉｓｈｅｒ信息阵的条件数来衡量改进有效独立法得到

的传感器布置方案的抗噪声能力，条件数越小，由初

始数据扰动引起解的相对误差就越小。

应用 ＥＩ法和改进 ＥＩ法传感器优化布置，如

表 ３所示。可以发现，完整模态对应Ｆｉｓｈｅｒ信息阵的

条件数最小，改进 ＥＩ法的布置方案次之，ＥＩ法得到

的条件数最大。图 ５给出了竖弯振型对应的 Ｆｉｓｈｅｒ

信息阵条件数随着测点删减的变化情况。当测点较多

时，两者基本相等；随着测点的减少，ＥＩ法的条件数

波动较大，且明显大于改进ＥＩ法的条件数，说明改进

ＥＩ法的传感器布置方案具有更好的噪声鲁棒性。综

合上述两个评价标准，表明应用改进有效独立法布

置传感器在保证模态正交的前提下，具有更好的噪

声鲁棒性。

图 ３ 三个方向传感器布置图

图 ４ 全桥传感器布置图
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表  ﹨┈┇信息阵的条件数对比

测点布置 竖弯 横弯 扭转

改进 ＥＩ法布置方案 １１５０４ ２８４９４ １１３５７

ＥＩ法布置方案 １５３４１ ４５７３３ １６３６９

完整模态 Ｆｉｓｈｅｒ信息阵 １０３４１ ２４３１６ １０３９２

图 ５ Ｆｉｓｈｅｒ信息阵的条件数对比

 结 论

１）改进有效独立法适用于位移、速度和加速度

不同传感器的优化布置。

２）由于考虑了各测点响应的相对大小，能有效

提高测点的信噪比，布置方案有较强的抗噪声能力。

３）对于加速度传感器布置，改进有效独立法保

证了模态向量的线性独立，但是还需要根据模态保

证准则增加测点以获得正交的测试模态向量。
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