
二维非负矩阵分解在齿轮故障诊断中的应用


李 兵１， 米双山１， 刘鹏远１， 刘东升１， 张培林２

（１．军械工程学院四系 石家庄，０５０００３） （２．军械工程学院一系 石家庄，０５０００３）

摘要 针对齿轮故障信号时频分布识别问题，提出采用二维非负矩阵分解技术提取时频分布矩阵特征参数的方

法。采用Ｓ变换技术将齿轮故障信号变换至时频域，为克服传统的一维非负矩阵分解对矩阵向量化带来的维数过高

和结构信息损失问题，提出采用二维非负矩阵分解技术直接对信号时频分布矩阵提取特征参数。对齿轮５种状态下

信号时频分布矩阵的特征提取和分类结果表明，二维非负矩阵分解技术无论在计算效率还是分类精度上都明显优

于一维非负矩阵分解技术。
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引 言

齿轮故障信号是典型的非平稳信号，时频分析

技术可将一维时域信号变换到二维时频域内进行分

析，是分析非平稳信号的有效手段，已在齿轮故障诊

断中获得了广泛的应用［１４］
。然而，由于时频分布矩

阵维数巨大，很难直接用于分类，为节省存储空间，

降低计算复杂度，必须对信号时频分布矩阵进行进

一步的特征提取。

非负矩阵分解（ＮＭＦ）算法是 １９９９年由 Ｌｅｅ

等［５］提出的特征提取方法。该算法实现简便，分解的

结果中不出现负值，具有可解释性和明确的物理意

义，占用存储空间少，已广泛用于信号处理、模式识

别、计算机视觉和图像工程等研究领域
［６８］
。有学者

将非负矩阵分解技术与时频分析相结合应用于发动

机故障诊断［９１０］
，取得了较好的效果。

采用原始的非负矩阵分解技术提取二维矩阵特

征时，需要将二维矩阵展开成一维的向量才能进行

处理，这会带来两个问题：一是二维矩阵转换成一维

向量时，向量维数很大，带来巨大的计算量，收敛速

度非常慢；二是将二维矩阵一维化的过程必然会损

失原始矩阵中的结构信息，最后分解所得到的基向

量很难精确反映原始矩阵的结构信息［１１］
。笔者提出

了基于Ｓ变换和二维非负矩阵分解技术的齿轮故障

诊断方法，采集了齿轮在５种状态下的振动信号，利

用Ｓ变换技术将齿轮故障信号变换至时频域得到时

频分布矩阵，分别采用一维非负矩阵分解技术和二

维非负分解技术对时频分布矩阵进行特征提取，对

比分析两种方法在不同的特征维数下的计算效率及

分类性能。

 变换

Ｓ变换理论是Ｒ．Ｇ．Ｓｔｏｃｋｗｅｌｌ
［１２］于１９９６年提

出的时频分析理论，它融合了短时傅里叶变换和小

波变换的优点，是对连续小波变换和短时傅里叶变

换的一种扩展。

设牎（牠）为一维连续信号，定义牎（牠）的Ｓ变换为

爳（犳，牊）＝∫
＋∞

－∞
牎（牠）牥（犳－ 牠，牊）ｅ

－ｉ２π牊牠
ｄ牠＝

∫
∞

－∞
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燏牊燏

槡２π
ｅ

－牊
２
（犳－牠）

２

［ ］２ ｅ
－ｉ２π牊牠
ｄ牠 （１）

其中：牊为分析频率；牠为时间；犳为窗函数牥（犳－牠，

牊）中心点的位置，控制高斯窗在时间轴上的位置。

Ｓ变换的精髓在于引入了宽度随频率反向变化

的高斯窗，从而在低频段采用较宽的窗以获得较高

的频率分辨率，在高频段采用较窄的窗以获得较高

的时间分辨率。

 二维非负矩阵分解

 非负矩阵分解

非负矩阵分解的主要思想为：已知非负矩阵┦，
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寻找适当的非负矩阵┧和┘，使得给定数据向量集

合┦牕×牔为

┦牕×牔≈ ┧牕×牜┘牜×牔 （２）

其中：牕为数据样本的维数；牔为集合中数据样本的

个数。

这个矩阵可以近似分解为矩阵┧牕×牜和矩阵┘牜×牔

的乘积。一般情况下，牜的选择要满足（牕＋牔）牜＜

牕牔，从而使┧和┘的维数小于原始矩阵┦，由此可压

缩原始数据维数。

笔者以最小化修正的ＫｕｌｌｂａｃｋＬａｅｂｌｅｒ散度为

目标函数，给定非负矩阵┦牕×牔，非负矩阵分解算法可

转化为如下的带约束的优化问题［１３］

ｍｉｎｉｍｉｚｅ爟（┦‖┧┘）＝∑槏
牏牐

┦牏牐ｌｏｇ
┦牏牐

（┧┘）牏牐
－

┦牏牐＋ （┧┘）槕牏牐 ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ┧，┘≥ ０ （３）

对应于式（３）的乘性迭代规则表示如下，由此可

得到基向量矩阵为
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∑
牏
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∑
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在特征提取时，将原始向量向基向量矩阵投影

得到的投影系数即为特征参数。设┨牏为样本向量，

则表征┨牏的系数向量可由式（４）求得

┘牏＝ ┧
Ｔ
┨牏 （７）

 二维非负矩阵分解方法

针对非负矩阵分解在提取二维矩阵特征参数时

所存在的问题，有学者提出了二维非负矩阵分解

（２ＤＮＭＦ）的 概 念
［１４１５］

，与 一 维 非 负 分 解 技 术

（１ＤＮＭＦ）不同，在提取二维矩阵特征时，２ＤＮＭＦ

直接对矩阵进行操作，无需进行向量化，不但降低了

计算量，而且保留了二维矩阵的结构信息。

二维非负矩阵分解包括矩阵行方向分解和列方

向分解两大部分。

设 ┑表示非负矩阵集，┑牑（牑＝１，２，…，牔）表示

第牑个时频分布矩阵，其维数为牘×牚。当对矩阵进行

行方向非负矩阵分解时，首先将牔个矩阵级联为一

个新的牘×牚牔矩阵┥＝［爛１爛２…爛牔］，将┥分解为两

个非负矩阵├和┘的乘积为

┥牘×牚牔＝ ├牘×牆┘牆×牚牔 （８）

其中：├为行基矩阵；┘为系数矩阵；牆为特征维数。

┘可划分为 牔个 牆×牚的矩阵，┘＝［┘１┘２…

┘牔］，则┘牑为矩阵┑牑的系数矩阵，即满足

┑牑＝ ├┘牑 （牑＝ １，２，…，牔） （９）

同理，当对矩阵集┑进行列方向分解时，先将牔

个矩阵级联为一个新的牚×牘牔矩阵┦＝［┑
Ｔ
１ ┑

Ｔ
２ …

┑
Ｔ
牔］，将┦分解为两个非负矩阵┢和┘的乘积

┦牚×牘牔＝ ┢牚×牋┘牋×牘牔 （１０）

其中：┢为列基矩阵；┘为系数矩阵，牋为特征维数。

┘ 可划分为牔个牋×牘的矩阵，┘＝［┘１┘２…

┘牔］，则┘牑为矩阵┑
Ｔ

牑
的系数矩阵，即满足

┑
Ｔ

牑
＝ ┢┘牑 （牑＝ １，２，…，牔） （１１）

矩阵┥和┦分别是根据训练样本的时频矩阵及

其转置构成的，因此对它们的分解可以同时进行，分

解方法与一维的非负矩阵分解方法一样，由此可分

别得到时频矩阵集的行基矩阵 ├牘×牆和列基矩阵

┢牚×牋。

矩阵┑牏在├和┢上的投影┓牏为

┓牏＝ ├
Ｔ
┑牏┢ （１２）

其中：┓牏为表征矩阵┑牏的系数矩阵，即特征参数矩

阵，其维数为牆×牋。

 齿轮故障信号分析

 齿轮故障信号描述

本研究的齿轮故障信号来自于一个二级传动齿

轮箱，齿轮箱由两对齿轮副组成，齿数分别为２５，５０

和 １８，９１，输入轴转速为 １４９１ｒ燉ｍｉｎ，采样频率为

５ｋＨｚ，采样点数为４０９６。模拟的齿轮局部故障为齿

根裂纹和齿面磨损，故障设置在中间轴齿轮和输出

轴齿轮上。试验中采集了齿轮在５种状态下的振动

信号，即正常、中间轴齿轮齿根裂纹、中间轴齿轮齿

面磨损、输出轴齿轮齿根裂纹和输出轴齿轮齿面磨

损。图１为齿轮在５种状态下的信号时域波形。

 齿轮故障信号的变换

图 ２为齿轮在 ５种状态下振动信号的 Ｓ变换

结果。

由图２可以看出，齿轮正常状态的时频分布主

要以齿轮的啮合分量为主，能量主要集中在１阶和２

阶啮合频率处，在时域上比较连续，而且整体能量较
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图１ 齿轮在５种状态下的振动信号

低；当中间轴齿轮发生齿根裂纹故障时，信号的能量

有所增加，主要能量依然集中在１阶和２阶啮合频率

处，没有十分明显的冲击特征，但与正常状态相比，

高频部分分量有所增加；当中间轴齿轮发生齿面磨

损故障时，时频分布中出现了比较明显的周期性冲

击成分，其频率为中间轴的转频，约为１２Ｈｚ；当输出

轴齿轮发生齿根裂纹故障时，时频分布没有明显的

冲击，但高频部分的能量有所增加；输出轴齿轮齿面

磨损故障信号的冲击特征十分明显，能量几乎全部

集中在高频部分。齿轮在５种状态下的Ｓ变换时频分

布存在各自明显的特点，具有一定的可分性。

 齿轮故障信号时频分布矩阵特征提取

由于时频矩阵的维数十分巨大，本研究中时频

分布矩阵维数为２０４８×４０９６，所以计算量十分巨

大，不利于进行特征参数提取。笔者采用二维小波变

换信号的时频矩阵进行３层分解，取第３层的近似系

数矩阵进行下一步分析，其维数为２５６×５１２。这样，

在保留信号时频分布矩阵主要分量的前提下大大减

小了时频分布矩阵的维数。

从每种齿轮状态下挑选５个时频分布矩阵作为

训练样本集┑＝｛┑１，┑２，…，┑２５｝，┑牑（牑＝１，２，…，２５）

为第牑个时频分布矩阵。采用一维非负分解技术对

图２ 齿轮５种状态下的Ｓ变换

时频矩阵进行分析时，要先将时频矩阵进行向量化，

其维数为１３１０７２，得到训练集为┦１３１０７２×２５。

分别采用一维和二维非负矩阵分解技术对齿轮

故障信号时频分布矩阵进行特征提取。分解时，迭代

次数设置为２００，二维非负矩阵分解的行基矩阵秩牆

和列基矩阵秩牋设置为牆＝牋，取值范围为［２，３，…，

９，１０，］。为进行对比分析，相应的一维非负矩阵分解

的基向量秩牜取值为［４，９，１６，…，８１，１００］，这样保

证了两种方法提取特征维数的一致性。

表１给出了采用一维和二维非负矩阵分解技术

对齿轮故障信号时频分布矩阵进行非负矩阵分解的

计算时间。由表１可以发现，二维非负矩阵分解的计

算效率要明显高于一维非负矩阵分解，而且随着特

征维数的增加，这种优势也更加明显。

采用一维非负矩阵分解时，训练结束可得到基

向量矩阵┧１３１０７２×牜，将原始时频分布矩阵向量化后
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向基向量矩阵投影（见式（４）），即得到描述该样本的

特征参数。

表 ﹥﹨和﹥﹨的计算时间

特征维数 ４ ９ １６ ２５ ３６

１ＤＮＭＦ ０８６２３ １９９６６ ２４１２５ ４５２５２ ５７２３６

２ＤＮＭＦ


０．６０９５ １０８３９ ２２４４３ ３３２９１ ２７１０７

特征维数 ４９ ６４ ８１ １００

１ＤＮＭＦ ９５９２５ １１９２８７１７５１２１２１２７５６

２ＤＮＭＦ ３９３５３ ４９４６３ ５２２９８ ６４３０９

采用二维非负矩阵分解时，训练结束后可得到

行基矩阵├２５６×牆和列基矩阵┢５１２×牋，将原始样本矩阵

向行基矩阵和列基矩阵投影（见式（９）），即可得到描

述该样本的特征参数。

图３给出了时频分布矩阵训练集对应的编码矩

阵，其维数为１０×１０。图中每一行代表一种齿轮的故

障状态，每种状态下５个样本。

图 ３ 二维非负矩阵分解提取出的齿轮时频矩阵特征

参数

为测试两种方法提取的特征子集的故障诊断能

力，采用朴素贝叶斯分类器（ＮＢＣ）对齿轮５种状态

进行分类。每种状态采集了２０个样本，随机选择其

中１０个样本作为训练样本，其余１０个样本作为测试

样本。为保证结果的有效性，重复此过程２０次，并取

其平均值作为最终的结果。图４给出在不同的特征

维数下，两种方法所提取的特征子集的分类精度。

由图４可以看出，在不同的特征维数下，二维非

负矩阵分解技术所提取的特征子集分类精度始终优

于一维非负矩阵分解技术提取的特征子集。同时也

可以发现，并不是基向量秩的维数越高，分类性能越

好。由图４可以看出，当基向量秩为１６时，即二维非

负矩阵分解基矩阵秩和列基矩阵秩为４时，所提取

的特征参数集取得了最优的分类精度。继续增加特

征维数时，分类精度反而出现了下降的趋势。因此，

在采用非负矩阵分解提取特征时，特征维数的选择

也是一个非常关键的问题。

图４ 两种特征提取方法的分类精度对比

 结 论

１）Ｓ变换技术能够有效地反映齿轮在５种状态

下信号的时频分布特点，可用于对齿轮故障状态的

判别。

２）与传统的一维非负矩阵分解技术相比，二维

非负矩阵分解在提取时频分布矩阵特征时，无需对

矩阵向量化，避免了分析维数过大带来的巨大计算

量，因此具有更高的计算效率。

３）二维非负矩阵分解避免了矩阵向量化带来

的结构信息损失，对齿轮５种状态下的时频分布矩

阵分类结果表明，二维非负矩阵分解提取的特征参

数具有非常理想的故障诊断精度。
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