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摘要 为了探究简支梁在均匀分布激励作用下的振动响应，采用简支梁有效导纳以及等效集中质量系统有效导纳

作为评价准则。根据功率流理论，推导了在均布力和多点离散力作用下简支梁的有效导纳表达式，运用集中质量法

离散简支梁为多自由度刚度质量系统，建立了多自由度集中质量系统有效导纳模型。对在均布力和离散力作用下

简支梁的有效导纳以及集中质量系统的有效导纳分别进行仿真分析。计算结果对比表明：当高阶模态可以忽略时，

最简单的集中质量模型即单振子模型的谐响应导纳可以用来表征简支梁在均布力作用下的有效导纳模型。
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引 言

在结构振动特性研究中，用导纳描述系统的振

动特性是一种便捷有效的方法。Ｆ．Ａ．Ｆｉｒｅｓｔｏｎｅ最

早利用机电类比提出了机械导纳的概念［１］
。Ｌ．Ｃｒｅ

ｍｅｒ等
［２］分析了典型结构在点激励下的点导纳。兰

凤崇等［３］提出了一种用加速度点导纳评价发动机悬

置处的动态刚度方法。在实际机械结构中普遍存在

着多点连接、线连接以及面连接等连接方式，采用点

导纳理论作近似分析会带来很大误差。Ｐ．Ｈａｍｍｅｒ

等［４］以功率流为依据，提出了有效导纳的概念。钱

斌［５６］研究了无限板和无限梁在均匀分布线激励下

的有效输入导纳，借助无限梁板有效导纳研究了圆

柱壳组合结构的振动传递特性。文献［７８］将有效导

纳理论与时均功率流相结合，建立了无限板受到均

匀面激励的有效面导纳模型。可见，有限结构在各种

连接方式下的振动传递与分布规律仅采用无限结构

近似模型是不够的，有必要开展有限结构的有效导

纳研究。笔者将分别建立简支梁在多点离散力和均

匀分布力作用下的有效导纳模型，运用集中质量法

对均布力作用下简支梁模型进行简化，为实际工程

近似计算提供理论依据。

 简支梁的均布力模型

均布力作用下简支梁模型如图１所示，其中：爡０为

图１ 均布力作用下的简支梁模型

均布力的幅值；牓为梁长；牄牎为梁的截面高度；牄牠为梁

的截面宽度。

梁在牨０点与牨点之间速度传递导纳的表达式为

牁（牨燏牨０）＝
牐犽

牼∑
∞

牕＝１

犺（牨）犺（牨０）

犽
２
牕－ 犽

２
＋ 牐犣牕犽牕犽

（１）

其中：牼，犺（牨），犽牕，犣牕＝牅燉犽牕犱爛分别为简支梁的模态

质量、振型函数、固有频率和模态损耗因子；犽为外

激励频率；牅为阻尼系数
［９］
；犱为梁的体密度；爛为梁

横截面积。

为便于分析，笔者选择阻尼系数牅作为阻尼的

表征参数。在均布力激励下，梁上任意点牨的实际振

动响应为梁上整条线力激起响应的叠加。梁上任意

点牨０处微元段ｄ牨０上的力可以表示为

犲（牨０）＝
爡０

牓
ｄ牨０ （２）

由于微元段ｄ牨０很短，可近似看作点，施加在微

元段上的力激起牨点的速度为

牤（牨燏牨０）＝ 犲（牨０）牁（牨燏牨０） （３）

将式（３）沿梁长积分，得到牨点的速度为

牤（牨）＝∫
牓

０
牤（牨燏牨０）＝∫

牓

０

爡０

牓
牁（牨燏牨０）ｄ牨０ （４）
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任意微元段ｄ牨上的激励力为

犲（牨）＝
爡０

牓
ｄ牨 （５）

微元段ｄ牨的平均速度由式（４）所示的牨点实际

速度代替。激励力输入到微元段ｄ牨的复功率流为

爯（牨）＝
１

２
犲（牨）牤（牨） （６）

将式（４）～式（５）代入式（６），沿梁长积分可得到

均布力输入到梁结构总的复功率流为

爯＝
１

２
爡
２
０
１

牓
２∫
牓

０∫
牓

０
牁（牨燏牨０）ｄ牨０ｄ牨 （７）

将均布力看作整体激励单元，根据输入结构总

功率与导纳的关系定义有效导纳［４］为

牁牅＝
１

牓
２∫
牓

０∫
牓

０
牁（牨燏牨０）ｄ牨０ｄ牨 （８）

将式（１）代入式（８），得到均布力作用下简支梁

有效导纳表达式为

牁牅＝
牐４犽

牼π
２∑

∞

牕＝１，３，５

１

牕
２
（犽

２
牕－ 犽

２
＋ 牐犣牕犽牕犽）

（９）

 多点离散力作用下的简支梁

如图２所示，简支梁长为牓，等分为爫段，根据平

衡条件将每段上的力集中到段的两端，离散出牨１，

牨２，…，牨爫－１共爫－１个端点上的力，大小均为爡０燉爫，

相邻端点的间距为牓燉爫。可以看出，当爫足够大时，

施加在整个梁上的合力为

爡０（爫－ １）燉爫≈ 爡０ （１０）

图２ 多点离散力作用下简支梁模型

式（１０）说明，若爫足够大，利用本研究方法得

到的离散力在梁上的总力与连续力相当。根据叠加

原理和有效导纳的定义，得到多点力作用下简支梁

的有效导纳为

牁牆＝
１

爫（爫－ １）∑
爫－１

牘＝１
∑
爫－１

牚＝１

牁（牨牘燏牨牚） （１１）

将式（１）代入式（１１）得到

牁牆＝
牐犽

牼爫（爫－ １）∑
爫－１

牘＝１
∑
爫－１

牚＝１
∑
爫－１

牕＝１

ｓｉｎ（
牔π牨牘

牓
）ｓｉｎ（

牔π牨牚

牓
）

犽
２
牕－ 犽

２
＋ 牐犣牕犽牕犽

（１２）

 集中质量法

类似于离散力模型，将简支梁平均分为爫个单

元段，每段的分布质量集中在单元的两个端点，梁各

段弯曲刚度牑１，牑２，…，牑爫－１保持不变，得到简支梁的

集中质量模型如图３所示。图中，每个质量块的质量

牔为犱爛牓燉爫，每个质量块上受到的点力与多点离散

力的情形相同，即每个点力为爡０燉爫。多自由度质量

刚度模型的刚度矩阵可用图乘法求得
［１０］
。

图３ 简支梁的集中质量模型

模型的柔度矩阵结构为

煼＝ （犠牘牚）（爫－１）×（爫－１）

槏 槕牘＝ １，２，…，爫－ １；牚＝ １，２，…，爫－ １ （１３）

柔度矩阵中各元素的表达式为

犠牘牚＝
１

爠爤
（爛牘牚１牪牘牚１＋ 爛牘牚２牪牘牚２＋ 爛牘牚３牪牘牚３）（１４）

其中：爛牘牚１，爛牘牚２，爛牘牚３分别为图４中三角形１，２，３的面

积，可由下式求得

爛牘牚１＝
牘
２
牓

２牚爫
牎牚

爛牘牚２＝
牘（爫－ 牘）牓

２牚爫
牎牚

爛牘牚３＝
１

２
牎牚牓－ 爛１－ 爛

烅

烄

烆 ２

（１５）

式（１４）中的牪牘牚１，牪牘牚２，牪牘牚３为图４中爩牚图各三角

形形心对应爩牘图的竖标，表达式为

牪牘牚１＝ 牪牘牚２＝
２

３
牎牘

牪牘牚３＝
２爫－ 牘－ 牚

３（爫－ 牘）
牎

烅

烄

烆
牘

（１６）

图４ 集中质量模型弯矩图

其中：牎牘，牎牚分别为图 ４中爩牘，爩牚弯矩图的最大高

度，由式（１７）得到

牎牘＝ 牘（爫－ 牘）牓燉爫
２

牎牚＝ 牚（爫－ 牚）牓燉爫
烅
烄

烆
２

（１７）

集中质量模型的刚度矩阵为

┛＝ 煼
－１

（１８）

模型的激励矩阵，质量矩阵以及阻尼矩阵分别为
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┖＝
爡０

爫

爡０

爫
…

爡０
［ ］爫

Ｔ

爫－１

（１９）

┝＝ ｄｉａｇ（犱爛牓燉爫）（爫－１）×（爫－１） （２０）

┓＝ ｄｉａｇ（牅燉爫）（爫－１）×（爫－１） （２１）
模型的速度列阵表达为

┦＝ ［牤１，牤２，…，牤爫－１］
Ｔ

（２２）

其中：牤１，牤２，…，牤爫－１为各质量块的速度。

速度列阵为

┦＝
牐犽┖

┛－ 犽
２
┝＋ 牐犽┓

（２３）

集中质量模型的复功率流表示为

爯＝
１

２∑
爫－１

牏＝１

爡０

爫
牤牏＝

１

２

爡
２
０

爫
２∑
爫－１

牏＝１

牁牚牏 （２４）

其中：牁牚牏＝
牤牏

爡０燉爫
。

作用在集中质量模型的合力为爡０（爫－１）燉爫，

根据功率和导纳关系，集中质量模型的有效导纳为

牁牚＝
１

爫（爫－ １）∑
爫－１

牏＝１

牁牚牏 （２５）

 数值仿真

取钢质梁的长度牓＝０４ｍ，截面宽牄牠＝００２ｍ，

截面高牄牎＝０００２ｍ，３个模型中的阻尼系数均取牅＝

１。均布力模型中，爡０为均布力的幅值，多点离散力

模型和集中质量模型中每个离散点力或每个质量块

所受外力均为爡０燉爫。爡０在３个模型中均为单位力。

爫为梁的平分段数，爫越大，表明离散力模型的离

散力个数越多，集中质量模型的自由度数越多。

建立两个多点离散力模型，其中一个模型将梁

平均分为２段，另一个模型将梁平均分为１２段，得到

有效导纳与均布力模型导纳对比曲线如图５所示。

可见，梁分得越细，采用离散力模型计算获得的有效

导纳曲线越接近均布力模型计算结果。梁平分为２

段模型是离散力模型中最简单的模型，即梁中心受

点力作用模型。从图５可以看出，其一阶模态附近的

响应和均布力模型的一阶模态附近的响应保持一致。

建立爫＝６和爫＝１２两个集中质量模型，根据

刚度矩阵和质量矩阵计算两个模型的前５阶固有频

率，如表１所示。与简支梁理论固有频率相比，低阶

模态频率差别较小，随着模态阶数的升高，频率差别

增大。随离散质量数增多，离散模型的固有频率趋近

理论值。分别绘出爫＝６和爫＝１２两个集中质量模

型的有效导纳实部和虚部曲线，并与均布力模型有

效导纳曲线对比，如图６所示。在低频段两条曲线和

均布力模型有效导纳曲线几乎重合；在高频段离散

力模型和均布力模型有效导纳曲线总体趋势一致，

但缺失高阶固有频率处的共振峰。

图５ 离散点力的个数对离散力模型导纳曲线的影响

表 集中质量模型固有频率与理论值对比 Ｈｚ

模态阶数 １ ２ ３ ４ ５

理论值 ２９８ １１９３ ２６８４ ４７７２ ７４５７

爫＝１２ ２９８ １１９３ ２６８４ ４７６７ ７４３５

爫＝６ ２９８ １１９２ ２６６５ ４６１６ ６６０４

图６ 集中质量模型和均布力模型有效导纳曲线
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为了进一步分析集中质量模型和均布力模型的

关系，建立最简单的爫＝２集中质量模型，该模型相

当于单振子模型，其等效刚度
［１１］为４８爠爤燉牓

３
，爠为梁的

弹性模量，爤为惯性矩，等效质量为梁总质量的一半，

外激励力为爡０的一半。从图６可以看出，单振子在固

有频率附近的导纳曲线和简支梁均布力模型有效导

纳曲线几乎完全重合；在高频段两者走势基本一致。

增大单振子模型和均布力模型的阻尼，取牅＝１０，如图

７所示，两者有效导纳曲线在高频段的趋势仍然保持

一致，只在第１阶固有频率附近曲线出现差别。有效

导纳的实部反映了外激励力输入到结构的能量，从图

６和图７看出，对于小阻尼和大阻尼模型，均布力作用

下的简支梁在第１阶共振峰处输入到梁上的能量达

到最大，在高频段均随频率的升高而衰减。

工程中的许多模型都可以简化为简支梁受均布

力作用模型。例如，加强筋与壁板线连接模型，其中

加强筋高阶模态丰富，直接求解有效导纳计算量可

观。如果外激励的频谱中能量在各频段分布比较均

匀，或者外激励能量主要集中在低频段，从图６和图

７可以发现，低阶模态对结构振动的影响比高阶模

态大，特别是第１阶模态，这样就可以将简支梁简化

为相应简谐力激励的单振子模型，避免了均布力导

纳公式的求解和计算，快速获得筋结构振动响应的

总体趋势，从而提高计算效率。另外，由于有效导纳

公式并没有给出对应频率点的模态叠加数，在工程

中使用不方便，采用单振子有效导纳预测低频响应

具有明确的物理意义和合理性。

图７ 大阻尼下单振子导纳和均布力模型有效导纳曲线

 结束语

离散力数目越多，简支梁的多点离散力模型越

接近均布力模型。在第１阶固有频率附近，简支梁中

点受点力作用和受均布力作用的振动响应相近。在高

阶模态忽略的情况下，单振子导纳曲线能反映简支梁

在均布力作用下振动响应随频率变化的趋势。
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