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摘要 采用突变理论对非线性转子系统碰摩故障的突变性能进行了定量研究，用平均法推导了非线性转子系统碰

摩故障的频率响应方程，建立了碰摩故障的尖点突变流形和分叉集，确定了激励频率、偏心距、轴刚度非线性系数

等导致系统突变的重要影响因子，分析了影响因子变化与突变发展的规律，提出了避免突变发生的预防措施，并通

过数值计算方法验证了以上分析结论。
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引 言

旋转机械是电力、航空、冶金等行业广泛使用的

关键核心设备［１２］
。随着现代工业的发展，旋转设备

朝着大型化、高速化、精密化、系统化和高度自动化

方向发展，一旦出现故障将造成严重后果。突变故障

由于其外在形式的突发特性，往往比渐变故障具有

更大的破坏性和危险性。一些学者采用分析、数值等

方法对非线性振动的突变行为开展了研究。文献

［３４］采用数值方法研究了具有非线性刚度转子系

统周期振动的分岔、拐弯、突变和滞后现象，结果显

示控制参数在分岔值邻域的微小变化以及一定强度

的外界扰动都可能导致转子系统同频周期振动幅值

发生非连续的突变。李录平等
［５］发现动静碰摩产生

的转子热不平衡量与转子原始不平衡量合成后将可

能导致转子振动发生突变。

突变理论是利用拓扑学、奇点理论、分叉理论等

数学工具分析突变现象的理论，该理论通过描述系

统在临界点的状态来研究外部连续的微小改变引起

系统突然变化的规律［６］
，已经在地质、建筑、生物、医

学、军工、社会科学等领域得到了大量的应用
［７８］
。在

机械振动领域，突变理论也被初步用于振动突变的

理论分析以及定性分析。Ｍａｒｃｏ等
［９］采用突变理论

分析柔性转轴平面运动系统的稳定性，研究表明系

统在操作过程中有可能会遇到折叠型、尖点型、蝴蝶

型的突变。刘树英等
［１０］采用突变理论对系统振动状

态突变进行了数学描述。裴海林等
［１１］针对水力发电

机组承重机架的振动失稳突变现象，建立了其突变

模型，推导出了相应的非线性方程。

笔者采用突变理论对非线性转子系统碰摩故障

的突变性能进行定量分析，通过建立碰摩故障的尖

点突变流形和分叉集，确定系统状态发生突变的影

响因子，讨论了振幅突变与影响因子的相关性，划分

了系统工作的突变区域，并利用数值分析结果对基

于突变理论的突变性能分析进行了验证。

 碰摩故障突变影响因子

对于具有弹性支承及非线性刚度转轴的转子系

统，其发生动静件碰摩的振动动力学模型
［１２］为
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其中：犣为阻尼系数；犽０为转子固有频率；牑牞为轴刚

度非线性项系数；牊为单位质量偏心激振力振幅，

牊＝牉犽
２
；牉为偏心距；犽为转子转动角频率；牊牋为非

线性转子单位质量的重力（重力加速度）；牨，牪为转

子中心的位移。

采用平均法求解式（１）稳态解的频率响应方程。

考虑主共振时转子弱非线性振动情况，设犽
２
０＝（１－

犡犲）犽
２
，式（１）转化为
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其中：犡为小参数；犲为协调参数，表示转子转动角频

率犽与固有频率犽０的接近程度。
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其中：牪为状态变量；牣为分裂因子；牤为正则因子。

式（８）即为尖点突变流形。因此，对式（８）求一阶

导并联立突变流形，得到分叉集为

８牣
３
＋ ２７牤

２
＝ ０ （９）

振幅尖点突变流形和分叉集的几何形状如

图１所示，图中曲面的上叶为稳定的大幅振动，下叶

为稳定的小幅振动，中叶对应于不稳定的周期振动。

由图１可以看出，系统突变的发生取决于分裂因子牣

和正则因子牤的取值。当牣≥０时，牤的变化只引起振

幅的光滑变化，系统不会发生突变；当牣＜０且８牣
３
＋
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≤０时，牣的连续变化可能导致振幅的不连续变

化，振幅可能在上、下叶之间出现不连续的跳动，即

存在突变。因此，振幅存在突变的条件为
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图１ 振幅突变流形与分叉集

根据突变理论，系统振幅可能发生的所有突变

都在式（１０）得到满足时出现。因此，从式（１０）得到引

起系统突变的影响因子为激励频率犽、偏心距牉、轴刚

度非线性项系数牑牞、阻尼系数犣、非线性转子的重力

牊牋。在机械工作过程中，犣，牊牋一般可以近似为常数。

因此，在系统结构不变的情况下，引起转子系统振动

突变的主要因素是犽，牉，牑牞等参数的变化。当转子系

统的结构发生变化时，例如叶片断裂、轴裂纹等故障

发生时，将会导致转子固有频率发生变化，根据

式（２）和式（１０）可知，此时也有可能引起振动突变。

对于一个参数确定的转子振动系统，通过求解

式（１０）即可得到引起系统突变的影响因子的取值范

围。因此，在工程应用中为了保证系统的运行安全，

应避免使各影响因子的状态值落入突变范围。

 碰摩故障的突变性能分析

设置非线性转子系统特性参数［４］如下：牔＝

２０ｋｇ，牑＝６×１０
６
Ｎ燉ｍ，犣＝６０牞

－１
，牊牋＝９８ｍ燉ｓ

２
，
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犽０ 槡＝ 牑燉牔。笔者将分别采用突变理论和数值方法

对转子系统碰摩故障的突变性能进行分析研究。

． 基于突变理论的突变性能分析

将系统参数带入式（１０），计算得到突变影响因

子犽，牉，牑牞与系统突变的关系如图２所示。被曲面所

包围的区域即突变区域，当犽，牉，牑牞满足突变区域时，

则转子振幅会发生突变。

图２ 系统突变与犽，牉，牑牞三维关系图

为了便于更加清晰、简单地分析突变影响因子

变化对转子系统运行状态的影响，分别对３个突变

影响因子进行二维分析，即对其中一个影响因子取

定值，再分析其他两个因子的变化与突变的关系。在

实际过程中，轴刚度非线性项系数牑牞与激励频率犽

存在耦合关系，但是为了简化分析，不考虑其中的耦

合性，忽略了简化导致的误差。

１）取牉＝０４ｍ，将参数带入式（１０），得到牑牞，犽

与振幅突变的关系如图３所示。阴影区域表示突变

区域，突变区域由上、下两条边界曲线所包围的区域

构成。由于牑牞变化范围比较大，因此取牑牞的常用对数

ｌｇ牑牞作为纵坐标。

由图３可以看出，在给定的前提下，当牑牞与犽满

足一定条件时，将导致系统振幅突变。突变区域上边

界中牑牞与犽的突变阈值具有正比关系，即随着犽的

增大，相应的牑牞突变阈值也增大。因此，对于一定的

牑牞，可以通过减小犽来避开突变区域；或者对于一定

的犽，通过提高牑牞来避开突变区域。下变界中牑牞随犽

的增大基本保持不变，表明当牑牞小于某一固定阈值

时，无论犽如何变化，系统都不会发生突变。

取角频率犽＝８００ｒａｄ燉ｓ，由图３可以得到发生振

幅突变的牑牞区间为：１０６５３ｓ
－２
＜ｌｇ牑牞＜１２６７５ｓ

－２
，

即４５０×１０
１０
ｓ
－２
＜牑牞＜４７３×１０

１２
ｓ
－２
。

２）取 犽＝７００ｒａｄ燉ｓ，将参数带入式（１０），得到

图３ 角频率与轴刚度非线性系数关系曲线

牑牞，牉与振幅突变的关系如图４所示。阴影区域表示

突变区域，突变区域由上、下两条边界曲线所包围的

区域构成。

图４ 偏心距与轴刚度非线性系数关系曲线

由图４可以看出，在给定的前提下，当牑牞与牉满

足一定条件时，将导致系统振幅突变。但是和牑牞与犽

突变关系不同的是，突变区域上、下边界中牑牞与牉的

突变阈值都具有反比关系，即随着牉的增大，相应的

牑牞突变阈值减小。因此，根据图４可以求出导致突变

的牑牞和牉区域。例如当牑牞＝３×１０
１０
ｓ
－２时，发生振幅突

变的区间为０４９ｍｍ＜牉＜４４ｍｍ。而在实际中系

统振幅会随着牉的增大而显著增大，因此，一般不会

采用增加偏心距的方式来避开突变，而是采用措施

使牉小于０４９ｍｍ以避开突变区间。

３）取牑牞＝３×１０
１０
ｓ
－２
，将参数带入式（１０），得到

犽，牉与振幅突变的关系如图５所示，突变区域由左、

右两条边界曲线所包围的区域构成。

由图５可以看出，在给定的前提下，当犽与牉满

足一定条件时，将导致系统振幅突变。突变区域左边

界中牉随犽的增大基本保持不变，表明当牉小于某一

固定阈值时，犽的变化都不会导致系统突变。右边界

中牉与犽的突变阈值具有正比关系，即随着牉增大，
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相应的犽突变阈值也增大。由于右边界中牉最小的突

变阈值都大于１５ｍｍ，一般不会采用增加偏心距的

方式来避开突变。例如犽＝８００ｒａｄ燉ｓ时，发生振幅突

变的区间为０４９ｍｍ≤牉≤５ｍｍ，为了避开突变，应

选取牉＜０４９ｍｍ。

图５ 偏心距与角频率关系曲线

． 基于四阶┊┃┐┊┉┉法的突变性能分析

引入参数 犳＝犽牠并写成一阶微分方程的形式，

则式（１）转化为
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笔者采用标准四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法对式（１１）

进行数值积分，将转子系统的参数带入后即可求得

稳态响应的数值解。为获得稳态响应，所有结果均为

舍去前１０００个以上周期后获得。部分计算结果如

图６和图７所示。

图 ６所示为 牑牞＝３×１０
１０
ｓ
－２以及角频率 犽＝

８００ｒａｄ燉ｓ时，计算得到的偏心距牉与振幅爛的关系。

由图６可以看出，在牉＜０５ｍｍ的区间，振幅随偏心

距的增大连续增大，而当牉＝０５ｍｍ时，振幅突然发

生明显的阶跃，幅值增大了３倍，显然此处产生了振

幅突变。牉＞０５ｍｍ以后，振幅随偏心距增大又连

续缓慢增大，故牉＝０５ｍｍ是振幅突变的阈值，该结

论与图５采用突变理论分析得到的结果是相符的。

图７所示为牉＝０４ｍｍ，犽＝８００ｒａｄ燉ｓ时，计算

得到的轴刚度非线性系数牑牞与振幅爛的关系。当

ｌｇ牑牞＜１０７ｓ
－２时，振幅随 牑牞的增大变化缓慢。当

ｌｇ牑牞＝１０７ｓ
－２时，振幅突然发生明显的阶跃，显然

图６ 振幅与偏心距的关系

此处产生了振幅突变。ｌｇ牑牞＞１０７ｓ
－２以后，振幅随牑牞

增大连续缓慢减小，直至ｌｇ牑牞＝１２ｓ
－２左右时，振幅

才逐渐恢复至突变前的水平。因此ｌｇ牑牞＝１２ｓ
－２是振

幅突变的阈值，该结论与图３采用突变理论分析得

到的结果基本相符。

图７ 振幅与轴刚度非线性系数关系

通过对碰磨故障突变性能的分析结果可以看

出，分别根据突变理论和四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法分析

得到的结论是一致的，从而证明了采用突变理论对

碰摩振动故障的突变性能分析是可行和正确的。在

基于突变理论的突变性能分析中，还能够同时分析

多个突变影响因子与突变的相关性，得到明确的突

变区间，为系统的安全运行提供技术指导。

 结束语

笔者采用突变理论对非线性转子系统碰摩故障

的突变性能进行了定量研究，确定了激励频率、偏心

距、轴刚度非线性系数等导致系统突变的重要影响

因子，绘制了影响因子与突变的关系曲线，分析了影

响因子变化与突变发展的规律，提出了避免突变发

生的预防措施，并通过数值计算方法验证了以上分

析结论。

８４９ 振 动、测 试 与 诊 断 第３２卷
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