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摘要 根据张量积二维小波理论，利用Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波的正交性，建立了基于梁结构动力学方程和有限元方程的

一维分布动载荷的识别方法，即二维小波伽辽金方法。该方法将动力学方程和有限元方程由时域转化到小波域

中，从而将时域中复杂的卷积关系变成小波域中简单方程组的求解。仿真算例表明，该方法能有效识别一维梁结构

上的分布动载荷且计算效率较高。
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引 言

动载荷根据其在结构上的作用形式可分为集中

动载荷和分布动载荷，集中动载荷函数只有一个时

间变量，而分布动载荷是作用在空间连续结构上的

连续动载荷，分布动载荷函数具有时间和空间变量，

是二维函数。目前，集中动载荷识别方法有频域识别

方法、时域识别方法等。许训等
［１］研究了识别方法对

测点和噪声的鲁棒性问题。Ｐｅｚｅｒａｔ等
［２］研究了基于

板结构响应及力分析技术的结构载荷幅值和位置的

识别问题。

分布动载荷的识别难度较大，笔者运用矩量方

法研究了二维分布动载荷的识别问题，将分布动载

荷由拟合系数和正交函数来表达，把二维分布动载

荷识别问题转化成拟合系数的识别［３］
。

小波是近年来的研究热点之一，小波分析方法

已经广泛运用于各领域。杨萍等
［４］将小波正交算子

与动力学建模理论相结合，构建了动载荷识别模型。

吴邵庆等［５］提出用一维ＷａｖｅｌｅｔＧａｌｅｒｋｉｎ方法识别

桥面移动载荷，构建了移动载荷的小波识别模型，该

方法能消除测量信号在获取过程中由于函数拟合带

来的误差。ＭｉｒａＭｉｔｒａ等
［６］运用小波元法识别结构

的冲击载荷。Ａ．Ｋｈｏｒｒａｍ等
［７］运用小波方法对移

动载荷作用下梁结构的损伤进行探测，对基于小波

变换的两种探测方法进行了对比研究。

笔者在已有的研究基础上，根据张量积理论，讨

论了二维小波正交基的性质。首先，运用二维

Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波伽辽金方法及其正交性，结合一维

梁结构动力学方程，建立了梁模型空间一维分布动

载荷识别模型，将动力学方程直接转化到小波域，通

过求解简单解方程组来实现分布动载荷的识别；然

后，建立了基于复杂结构有限元方程的一维空间分

布动载荷识别模型，把识别方法更加工程化；最后，

通过梁模型算例验证了识别模型。

 识别模型

 小波理论

小波函数犺（牨）是一个在（－∞，＋∞）区间积分

为零的函数（容许条件）

∫
＋∞

－∞
犺（牨）ｄ牨＝ ０ （１）

称之为母小波（ｍｏｔｈｅｒｗａｖｅｌｅｔ）或基小波（ｂａｓｉｃ

ｗａｖｅｌｅｔ）。经过伸缩２
牐和平移牑产生一族张成平方可

积实数空间爧
２
（爲）的一个函数基底

犺牐，牑（牨）＝ ２
牐燉２
犺（２

牐
牨－ 牑） （牐，牑∈ 牂） （２）

任何函数牊（牨）∈爧
２
（爲）均可表示为

牊（牨）＝ ∑
∞

牐，牑＝－∞

牆牐，牑犺牐，牑（牨） （３）

其中

牆牐，牑＝ 〈牊（牨），犺牐，牑（牨）〉 （４）
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其中：〈〉表示内积。

设小波空间爼牐为｛犺牐，牑∶牑∈牂｝的线性张成的闭

包，即

爼牐∶＝ ｃｌｏｓ爧２（爲）｛犺牐，牑∶牑∈ 牂｝ （牐∈ 牂）（５）

则爧
２
（爲）能够分解为小波空间爼牐的直和为

爧
２
（爲）＝∑

牐∈牂

爼牐＝ …  爼－１ 爼０ 爼１ … （６）

 二维小波的性质

定义爼牐∈爧
２
（爲

２
）为代数张量积爼牐×爼牐∈爧

２
（爲

２
）

模下的闭包，具有下列性质：

１）爼０＝爼０×爼０＝ｓｐａｎ｛爡（牨，牪）＝牊（牨）牋（牪），

牊，牋∈爼｝；

２）爡（牨，牪）∈爼０爡（２
牐
牨，２

牐
牪）∈爼牐，因此爼牐∈

爼牐＋１，牐∈牂；

３）∪
牐∈牂
爼牐＝爧

２
（爲

２
），∩
牐∈牂
爼牐＝｛０｝，｛犎牑（牨－牕１）×

犎牓（牨－牕２），牕１，牕２∈牂，牑，牓＝１，２，…，牜｝构成爼０的正

交基，｛２
－牐
犎牑（２

－牐
牨－牕１）犎牓（２

－牐
牨－牕２），牕１，牕２∈牂，

牑，牓＝１，２，…，牜｝构成爼牐的正交基；

４）爾牐为爼牐－１在爼牐中的正交补

爼牐＋１＝爼牐＋１爼牐＋１＝（爼牐爾牐）（爼牐爾牐）＝

爼牐＋１爼牐＋１［爼牐＋１爾牐＋１爾牐＋１

爼牐＋１爾牐＋１爾牐＋１］＝爼牐爾牐

由上述性质构成二维多分辨率分析。

 梁结构分布动载荷识别模型

伯努里欧拉梁的动力学方程为

犱爛

２
牣（牨，牠）

牠
２ ＋爞

牣（牨，牠）

牠
＋爠爤


４
牣（牨，牠）

牣
４ ＝牊（牨，牠）

（７）

其中：犱爛为结构的单位长度质量；爞为黏性阻尼系

数；爠爤为结构的抗弯刚度，牣（牨，牠）为结构的横向振

动响应；牊（牨，牠）为作用在梁上的分布动载荷。

运用 Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波在 牐尺度下对 牣（牨，牠），

牊（牨，牠）进行分解

牣（牨，牠）＝∑
爥牠

牑＝爤牠

∑
爥牨

牓＝爤牨

牆

牑，牓２

牐
犺（２

牐
牠－ 牑）２

牐
犺（２

牐
牨－ 牓） （８）

牊（牨，牠）＝∑
爥牠

牑＝爤牠

∑
爥牨

牓＝爤牨

牋

牑，牓２

牐
犺（２

牐
牠－ 牑）２

牐
犺（２

牐
牨－ 牓） （９）

则

牣（牨，牠）

牠
＝ ２

牐

∑
爥牠

牑＝爤牠

∑
爥牨

牓＝爤牨

牆

牑，牓２

牐
犺

（２
牐
牠－ 牑）２

牐
犺（２

牐
牨－ 牓）

（１０）


２
牣（牨，牠）

牠
２ ＝ ２

２牐

∑
爥牠

牑＝爤牠

∑
爥牨

牓＝爤牨

牆

牑，牓２

牐
犺

（２
牐
牠－ 牑）２

牐
犺（２

牐
牨－ 牓）

（１１）


４
牣（牨，牠）

牨
４ ＝ ２

４牐

∑
爥牠

牑＝爤牠

∑
爥牨

牓＝爤牨

牆

牑，牓２

牐
犺（２

牐
牠－牑）２

牐
犺
（４）
（２
牐
牨－ 牓）

（１２）

令牆牑＝２
牐
２牆

牑，根据相关文献，式（８）的离散形式

可以写成

牣牏，牐＝ ∑牑∑牓
牆牏－牑，牐－牓犺牑犺牓 （１３）

载荷函数牊（牨，牠）的分解形式为

牊牏，牐＝ ∑牑∑牓
牋牏－牑，牐－牓犺牑犺牓 （１４）

将式（１３）、式（１４）代入式（７）有

犱爛２
２牐

∑

２
牐
牠爫
牠
－１

牑＝２
牐
牠０＋２－２爫

∑

２
牐
牨爫
牨
－１

牓＝２
牐
牨０＋２－２爫

牆牑，牓犺

（牠

－ 牑）犺（牨


－ 牓）＋

爞２
牐

∑

２
牐
牠爫
牠
－１

牑＝２
牐
牠０＋２－２爫

∑

２
牐
牨爫
牨
－１

牓＝２
牐
牨０＋２－２爫

牆牑，牓犺

（牠

－ 牑）犺（牨


－ 牓）＋

爠爤２
４牐

∑

２
牐
牠爫
牠
－１

牑＝２
牐
牠０＋２－２爫

∑

２
牐
牨爫
牨
－１

牓＝２
牐
牨０＋２－２爫

牆牑，牓犺（牠

－牑）犺

（４）
（牨

－牓）＝

∑

２
牐
牠爫
牠
－１

牑＝２
牐
牠０＋２－２爫

∑

２
牐
牨爫
牨
－１

牓＝２
牐
牨０＋２－２爫

牋牑，牓犺（牠

－ 牑）犺（牨


－ 牓） （１５）

在式（１５）两边同时用犺（牠

－牑

）犺（牨

－牓

）做内积，

并根据尺度函数的正交性质，则式（１５）为

犱
爛
２
２牐

∑
牑

－２＋２爫

牑＝牑

＋２－２爫

牆牑，牓犓
２
牑－牑
＋ 爞

２牐

∑
牑

－２＋２爫

牑＝牑

＋２－２爫

牆牑，牓犓
１
牑－牑
＋

爠爤２
４牐

∑
牓

－２＋２爫

牓＝牓

＋２－２爫

牆牑，牓犓
４
牓－牓
＝ 牋牑，牓 （１６）

其中：牑，牑

＝０，１，…，爫牠－１；牓，牓


＝０，１，…，爫牨－１；

犓
１
牑－牑
＝∫犺


（牠

－牑）犺（牠


－牑

）ｄ牠

；犓

２
牑－牑
＝∫犺


（牠

－牑）犺（牠


－

牑

）ｄ牠

；犓

４
牓－牓
＝∫犺

（４）
（牨

－ 牓）犺（牨


－ 牓

）ｄ牨

。

它们分别为１阶、２阶和４阶的连接系数，各阶

连接系数的值见表１。

式（１６）的矩阵形式为

犱爛２
２牐
犓
２
└＋爞２

牐
犓
１
└＋爠爤２

４牐
└犓
４Ｔ
＝┗ （１７）

其中：└为式（１３）的系数矩阵；┗为式（１４）的系数矩

阵；犓
牏为式（１６）的系数矩阵。

由式（１７）可以求出分布动载荷┖的小波变换系

数┗，再运用小波逆变换，求解分布动载荷┖为

┖＝ 熑
１
┗熑


（１８）

其中：犎，犎分别为基于时间维和空间维的小波变换系
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表 ﹥小波连接系数

１阶连接系数 ２阶连接系数 ３阶连接系数 ４阶连接系数

３４２４６５７５３４２×１０
－４

－５３５７１４２８５７１×１０
－３

－７５×１０
－３

－５６２５×１０
－２

１４６１１８７２１４６×１０
－２

－１１４２８５７１４２８×１０
－１

－８０×１０
－２

－３０×１０
－１

－１４５２０５４７９４５×１０
－１

８７６１９０４７６１９×１０
－１

８９５×１０
－１ １９２５

７４５２０５４７９４５×１０
－１ －３３９０４７６１９０４ －１５２ －４１

０ ５２６７８５７１４２８ ０ ５０６２５

－７４５２０５４７９４５×１０
－１ －３３９０４７６１９０４ １５２ －４１

１４５２０５４７９４５×１０
－１

８７６１９０４７６１９×１０
－１

－８９５×１０
－１ １９２５

－１４６１１８７２１４６×１０
－２

－１１４２８５７１４２８×１０
－１

８０×１０
－２

－３０×１０
－１

－３４２４６５７５３４２×１０
－４

－５３５７１４２８５７１×１０
－３

７５×１０
－３

－５６２５×１０
－２

数矩阵。

如果将梁结构的动力学方程写成有限元方程

┝┿＋ ┓┿＋ ┛┿＝ ┰ （１９）

其中：┝，┓，┛为系统的质量矩阵、阻尼矩阵和刚度

矩阵；┰为作用于系统的外载荷矢量；┿，┿，┿为结构

的位移、速度、加速度响应矢量。

小波域中表达式为

２
２牐
┝

槇
犓
２
└＋ ２

牐
┓

槇
犓
１
└＋ ┛└＝ ┗ （２０）

由式（１７）同样可以求出分布动载荷┖。

上面分别从梁的动力学方程及其有限元方程推

导了其分布动载荷的识别模型。该模型将动力学方

程转化到小波域中，避免识别过程中求解动力学方

程并对矩阵求逆，简化了计算过程。该模型不仅对梁

模型适用，对于复杂结构的有限元方程，同样可以识

别空间一维连续的分布动载荷。

 仿真算例

系统为一维梁结构，设梁的长度为１ｍ，材料为

钢，两端固支。在有限元软件中，将结构划分为６５个

梁单元，有６６个节点，除去两端的节点外，６４个节点

响应数据可用。在有限元软件中提取结构的刚度矩

阵 和 质量矩阵，结构上作 用一维分 布 动 载 荷

牊（牨，牠）＝ｃｏｓ（２π牠）ｓｉｎ（π牨）－２πｓｉｎ（２π牠）ｓｉｎ（π牨），如

图１所示。

下面算例取３２个节点响应作为输入（即在６４个

响应数据中每隔一个取数），识别分布载荷的情况。

每个节点响应时间长度为１ｓ，采样点数为５１２。根据

式（１７），识别分布载荷如图２所示，识别误差如图３

所示。在响应中加入１％随机噪声时的识别结果如

图４所示，识别误差见图５。在响应中加入５％随机噪

声时的识别结果见图６，识别误差如图７所示。

从上面的识别结果可看出，当响应数据无噪声

污染时，识别精度较好。当噪声污染达到５％时，识别

图１ 理论载荷

图２ 识别载荷（无噪声）

图３ 识别载荷误差（无噪声）
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图４ 识别载荷（１％噪声）

图５ 识别载荷误差（１％噪声）

图６ 识别载荷（５％噪声）

图７ 识别载荷误差（５％噪声）

误差有放大的趋势。在识别过程中，可以对污染的响

应数据进行去噪处理，滤除响应中的高频噪声。图８

和图９是对响应数据进行去噪处理后的识别结果，

识别误差得到控制。

图８ 识别载荷（５％噪声，去噪处理）

图９ 识别载荷误差（５％噪声，去噪处理）

用小波方法识别分布动载荷时，动力学方程中

的卷积计算转换成方程组的求解，因此计算效率得

到提高。上述模型分别在时间和空间上取不同的采

样点数，如表２所示，并与直接求卷积方法比较计算

时间，表中卷积积分计算过程未列出，仅利用结果作

数据对比。计算方法见文献［８］。

表 一维分布动载荷识别计算时间 ｓ

方法

时间采样点数

为５１２，空间采

样点数为３２

时间采样点数

为５１２，空间采

样点数为６４

时间采样点数

为１０２４，空间

采样点数为６４

小波方法 １３０３ １３２２ １０５３

卷积积分 ３６５２ ５５０２ １０１３６

小波方法是通过求解简单方程组达到识别分布

动载荷的目的，避免了动力学方程中的卷积计算。由

表１可以看出，小波方法计算效率高，计算时间明显

少于通常的先卷积计算再求逆的识别方法，适合计

算量较大的识别模型。
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 结束语

笔者研究了一维梁结构的分布动载荷识别方

法，运用张量理论，将小波扩展到二维空间，并将二

维小波伽辽金方法运用到分布动载荷识别中，推导

了作用于梁结构的一维空间分布动载荷识别模型及

复杂结构有限元方程的动载荷识别模型。在小波域

中将结构动力学方程的求卷积解和求逆过程简化成

简单的求解方程组，计算模型大大简化，运算效率较

高。仿真算例验证了理论模型的正确性。
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