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摘要 为提高工程中吊杆张力计算精度，考虑了中、下承式拱桥吊索两端拱肋和系杆梁附加质量、减振垫减振作用

及弹性支承等复合边界条件，基于Ｒａｙｌｅｉｇｈ能量法建立了吊索横向振动频率和吊索张力的显式关系式。采用京港

澳高速公路郑州黄河二桥主桥施工现场测试数据，对所推导的计算公式进行了验证。结果表明，该计算公式比较全

面地考虑了吊索两端实际复合边界条件，与传统计算公式相比，其计算结果精度更高，且为显式表达式，更适用于

中、下承式拱桥吊索的张力计算及工程现场测试使用。对于郑州黄河二桥主桥等采用刚性系杆梁的中、下承式拱

桥，吊索两端约束条件更接近于固接。
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引 言

吊索是中、下承式拱桥重要的传力构件，通过吊

索张力的变化来评估中、下承式拱桥健康状态是目

前研究的热点问题之一。在进行中、下承式拱桥健康

状态评估时，常采用振动法测试吊索横向振动频率

来计算吊索张力。国内外许多学者在致力于提高吊

索张力计算精度［１］时，考虑了吊索抗弯刚度
［２］
、吊索

两端边界条件［３８］
、减振器

［９］以及吊索参数［１０］对吊索

张力的影响。在这些计算吊索张力的公式中，一些公

式为隐式关系式，虽然精度稍高，但不便于桥梁现场

测试应用；另一些公式虽为显示关系式，但不能全面

考虑吊索两端实际边界条件而使计算结果误差较

大；因此，需要寻找一种既便于现场工程应用又有较

高精度的计算公式。

笔者基于Ｒａｙｌｅｉｇｈ能量法，考虑了吊索两端拱

肋和系杆梁附加质量及弹性支承等复合边界条件，

建立了吊索张力与其横向振动频率的显式关系式，

通过郑州黄河二桥施工现场测试数据验证了计算公

式的精度。

 吊索张力计算模型

振动法测试吊索张力的理论基础是弦振动理

论。当吊索的抗弯刚度爠爤很小以致可以忽略不计

时，张紧的吊索在不考虑斜度和垂度等其他因素影

响时，可简化为理想的弦。当“弦”两端固定，不考虑

抗弯刚度的影响时张力与频率之间的关系［１１］为

爴＝ ４牔牓
２ 牊牕

槏 槕牕
２

（１）

其中：爴为吊索张力；牔为吊索单位长度质量；牓为

吊索长度；牊牕为吊索第牕阶横向振动频率。

式（１）虽然为显式表达式，易于工程实际应用，

在吊索长度较长、刚度较小的柔性吊索张力测试时

能满足工程精度要求，但是对于中、下承式拱桥吊索

的张力测试，特别是短吊索的张力测试时其误差

较大。

考虑吊索抗弯刚度爠爤的影响时，两端简支模型

吊索张力与频率之间的关系式为

爴＝ ４牔牓
２ 牊牕

槏 槕牕
２

－ 爠爤
牕π

槏 槕牓
２

（２）

显然上述两式均不能考虑吊索实际边界条件，

因此其计算结果有较大误差。

当吊索两端有弹性支承，并考虑到拱肋及系杆

梁里的减振垫减振作用效应、拱肋及系杆梁附加质

量的影响时，吊索张力计算模型如图１（ａ）所示。其

中：爩牋，爩牨分别为拱肋与系杆梁的等效质量；爦牋，

爦牨分别为拱肋与系杆梁对吊索横向等效刚度；爦１，

爦２分别为拱肋与系杆梁中减振垫对吊索横向等效

刚度；爦３，爦４为拱肋与系杆梁对吊索等效转动刚
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度；爧０为吊索长度。由于减振垫位于拱肋或系杆梁

内，与拱肋或系杆梁端部距离较近，相对于吊索长

度，可以认为减振垫位于拱肋或系杆梁的端部，此时

吊索计算长度为爧。拱肋、系杆梁与减振垫对吊索横

向等效刚度分别为 爦′牋，爦′牨，其中：爦′牋＝爦牋＋爦１；

爦′牨＝爦牨＋爦２。此时吊索计算模型可简化为图１（ｂ）。

图１ 吊索张力计算模型图

 基于┎━法的吊索第阶振动

频率与张力关系显式解析式

考虑到中、下承式拱桥吊索约束的特点，下面分

别研究吊索铰接和固接条件下的吊索张力计算

公式。

 吊索两端铰接

吊索两端铰接时，爦３＝０，爦４＝０。假定吊索的振

型函数为

爺（牨，牠）＝ 牪（牨）ｃｏｓ（犽牠＋ 犤） （３）

不考虑吊索弹性支承时，在均布荷载牚作用下，

两端铰支梁的挠度方程为

牪１（牨）＝
牚牓
４

２４爠爤
－

牨

槏 槕爧
４

＋ ２
牨

槏 槕爧
３

－
牨

［ ］爧
考虑吊索弹性支承时，在均布荷载牚作用下，弹

性支承所引起的吊索位移为

牪２（牨）＝ 牪牋＋
牪牋－ 牪牨

爧
牨

其中：牪牋＝－牚爧燉２爦′牋；牪牨＝－牚爧燉２爦′牨。它们分别为

拱肋端和系杆梁端弹性支承产生的位移。

在考虑吊索弹性支承时，式（３）两端铰支梁的振

型函数中牪（牨）为

牪（牨）＝牪１（牨）＋ 牪２（牨）＝
牚牓
４

２４爠爤
－

牨

槏 槕爧
４

［ ＋

２
牨

槏 槕爧
３

－
牨
］爧 ＋ 牪牋＋

牪牋－ 牪牨

爧槏 槕牨 （４）

假定吊索及弹性支承等为弹性材料，如考虑吊

索振动时剪切变形和转动惯量的影响，在任一时刻牠

时，吊索的动能爠１为平动动能与转动动能之和

爠１＝
１

２∫
爧

０
牔（爺

燈

（牨，牠））
２
ｄ牨＋

１

２∫
爧

０

牔

爛
爤（犜（牨，牠））

２
ｄ牨

（５）

其中：爺
·

（牨，牠）＝
爺（牨，牠）

牠
；爛为吊索横截面积；爤为吊

索横截面惯性矩；犜为截面转角；犜（牨，牠）＝
犜（牨，牠）

牠
。

拱肋和系杆梁等效质量对应的动能为

爠２＝
１

２
爩牋［爺

燈

牋（牠）］
２
＋
１

２
爩牨［爺

燈

牨（牠）］
２
（６）

其中：爺牋（牠），爺牨（牠）分别为拱肋端部和系杆梁端部弹

性支承引起的位移；爺牋（牠）＝牪牋ｃｏｓ（犽牠＋犤）；爺牨（牠）＝

牪牨ｃｏｓ（犽牠＋犤）；爺
·

牋（牠）＝
爺牋（牠）

牠
；爺
·

牨（牠）＝
爺牨（牠）

牠
。

吊索的势能爼１为弯曲应变能、外荷位能及剪切

应变能之和

爼１＝
１

２∫
爧

０
爠爤（爺″（牨，牠））

２
ｄ牨＋

１

２∫
爧

０
爴（爺′（牨，牠））

２
ｄ牨＋

１

２∫
爧

０
牑爢爛犞

２
ｄ牨 （７）

其中：爺″（牨，牠）＝

２
爺（牨，牠）

牨
２ ；爺′（牨，牠）＝

爺（牨，牠）

牨
；牑为

剪切系数；爢为剪切弹性模量；犞为由于剪切变形引

起的截面转角。

牜的表达式为

犞＝ 犺－
爺（牨，牠）

牨
＝

１

牑爢爛∫（牚－ 牔爺
燈燈

（牨，牠））ｄ牨

其中：犺为截面转角；爺
燈燈

（牨，牠）＝

２
爺（牨，牠）

牠
２ 。

弹性支承对应的应变能为

爼２＝
１

２
爦′牋牪牋

２
＋
１

２
爦′牨牪牨

２
（８）

根据Ｒａｙｌｅｉｇｈ能量法可知，系统最大动能等于

最大位能［１１］
，即

（爠１＋ 爠２）ｍａｘ＝ （爼１＋ 爼２）ｍａｘ （９）

联合以上各式，即可求得基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁

理论并考虑了复合边界条件的由吊索横向振动圆频

率犽计算吊索张力爴的关系式。

实际工程中常不考虑吊索剪切变形和转动惯量

的影响，此时系统振动圆频率表示为

犽
２
１＝｛９０７２０爠

２
爤
２
［爴（爦′牋－ 爦′牨）

２
＋

爧爦′牋爦′牨（爦′牋＋ 爦′牨）］＋
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３０２４爠爤爧
４
爦′牋

２
爦′

２
牨＋ ３０６爴爧

６
爦′

２
牋爦′

２
牨｝燉

｛３１牔爧
８
爦′

２
牋爦′

２
牨＋ 爠

２
爤
２
［３０２４０牔爧

２
×

（爦′
２
牋＋ 爦′牋爦′牨＋ 爦′

２
牨）＋

９０７２０爧（爩牨爦′
２
牋＋ 爩牋爦′

２
牨）］＋

１５１２爠爤牔爧
５
（爦′牨爦′

２
牋＋ 爦′牋爦′

２
牨）｝ （１０）

式（１０）即为考虑吊索两端弹性支承和附加质量

影响时，两端简支边界条件对应的吊索系统横向第１

阶振动圆频率 犽１与吊索张力显式关系式。通过

式（１０）可得到吊索张力与横向振动第１阶频率牊１关

系式为

爴＝｛４π
２
牊
２

１｛爠
２
爤
２
［３０２４０牔爧

２
（爦′

２
牋＋ 爦′牋爦′牨＋

爦′
２
牨）＋ ９０７２０爧（爩牨爦′

２
牋＋ 爩牋爦′

２
牨）］＋

１５１２爠爤牔爧
５
（爦′牨爦′

２
牋＋ 爦′牋爦′

２
牨）＋

３１牔爧
８
爦′

２
牋爦′

２
牨｝－ ９０７２０爠

２
爤
２
爧爦′牋爦′牨（爦′牋＋

爦′牨）＋ ３０２４爠爤爧
４
爦′

２
牋爦′

２
牨｝燉［９０７２０爠

２
爤
２
（爦′牋－

爦′牨）
２
＋ ３０６爧

６
爦′

２
牋爦′

２
牨］ （１１）

不计附加质量和弹性支承时，爩牋＝爩牨＝０，

爦′牋→∞，爦′牨→∞，式（１１）可简化为

爴＝
６２π

２
牔爧

２
牊
２
１

１５３
－
１５１２爠爤

１５３爧
２ （１２）

可以看出，式（１２）与牕＝１时的式（２）相比，其所

得结果更小。具有相同物理参数和边界条件的拉索

振动，当同阶振动频率较小时，拉索张力更小。根据

Ｒａｙｌｅｉｇｈ法 特 点，用 真 实 振 型 所 得 的 频 率 是

Ｒａｙｌｅｉｇｈ法所求的频率中最低的一个。对于两端铰

接吊索，式（４）所给出的振型函数是逼近于挠曲线真

实形状的合适的函数，因此式（１２）的计算结果更加

准确。

 吊索两端固接

吊索两端固接时，爦３→∞，爦４→∞。不考虑弹性

支承时，在均布荷载牚作用下两端固支梁的挠度方

程为

牪１（牨）＝
牚牓
４

２４爠爤
－

牨

槏 槕爧
４

＋ ２
牨

槏 槕爧
３

－
牨

槏 槕爧槏 槕
２

考虑吊索两端弹性支承时，两端固支梁的挠度

方程为

牪（牨）＝
牚牓
４

２４爠爤
－

牨

槏 槕爧
４

＋ ２
牨

槏 槕爧
３

－
牨

槏 槕爧［ ］
２

＋

牪牋＋
牪牋－ 牪牨

爧槏 槕牨 （１３）

与吊索两端铰接推导方法类似，可得吊索张力

与横向振动第１阶频率牊１的显式关系式为

爴＝｛４π
２
牊１
２
｛爠

２
爤
２
［３０２４０牔爧

２
（爦′

２
牋＋ 爦′牋爦′牨＋

爦′
２
牨）＋ ９０７２０爧（爩牨爦′

２
牋＋ 爩牋爦′

２
牨）］＋

２５２爠爤牔爧
５
（爦′牨爦′

２
牋＋ 爦′牋爦′

２
牨）＋

牔爧
８
爦′

２
牋爦′

２
牨｝－ ９０７２０爠

２
爤
２
爧爦′牋爦′牨（爦′牋＋

爦′牨）＋ ５０４爠爤爧
４
爦′

２
牋爦′

２
牨｝燉［９０７２０爠

２
爤
２
（爦′牋－

爦′牨）
２
＋ １２爧

６
爦′

２
牋爦′

２
牨］ （１４）

不计附加质量和弹性支承时，爩牋＝爩牨＝０，

爦′牋→∞，爦′牨→∞，式（１４）可简化为

爴＝
π
２
牔爧

２
牊１
２

３
－
４２爠爤

爧
２ （１５）

计算显示，相同条件下式（１５）计算结果与文

献［８］中所给公式相当，可见文献［８］中所给公式是

式（１４）的简化式。

 基于┎━法的吊索第┸阶振动

频率与张力关系显式解析式

式（１１）或式（１４）只能通过测试吊索第１阶振动

频率来计算吊索张力。在中、下承式拱桥吊索张力测

试中，限于现场测试条件，传感器的位置距桥面约为

２～３ｍ。对于靠近拱脚侧的短吊索，传感器位置靠

近吊索中间，对第１阶振动响应敏感，精度较高，因

此短吊索可以采用第１阶振动频率计算吊索张力。

对于中、长吊索，传感器的安置位置偏下，一般位于

吊索下部爧燉３～爧燉４处，位于第３阶振型最大位移附

近，对第３阶振动响应敏感，因此中、长吊索张力测

试时常用第３阶振动频率，此时式（１１）或式（１４）失

效。下面选用三角函数作为振型函数来推导中、长吊

索第牕阶振动频率与其张力的解析式。

对于中、长吊索，杆端的转动约束影响降低，因

此可近似为铰接。不考虑弹性支承时，两端简支梁挠

度方程为

牪１（牨）＝ ｓｉｎ
牕π牨

爧

考虑弹性支承时弹性支承所引起吊索的位移为

牪２（牨）＝ 牪牋＋
牪牋－ 牪牨

爧
牨

振型函数牪（牨）的表达式为

牪（牨）＝牪１（牨）＋ 牪２（牨）＝ ｓｉｎ
牕π牨

爧
＋

牪牋＋
牪牋－ 牪牨

爧槏 槕牨 （１６）

其中：牪牋＝
爠爤

爦′牋

牕π

槏 槕爧
３

；牪牨＝－
爠爤

爦′牨

牕π

槏 槕爧
３

ｃｏｓ牕π。它们

分别为拱肋端和系杆梁端弹性支承产生的位移。

根据Ｒａｙｌｅｉｇｈ能量法，可得到吊索张力与横向

振动第牕阶频率牊牕关系的计算式为

９８１第２期 何 容，等：复合边界条件下基于能量法吊索张力实用公式



爴＝４π
２
牊牕
２
×

２牔爠爤

爦′牋

牕π

槏 槕爧
２

＋
牔爧

２
－２

牕π

槏 槕爧
２

牔爠爤
１

爦′牨
＋
２ｃｏｓ牕π

爦′槏 槕牋
＋
牔（爠爤）

２
（牕π）

６

３爧
５

７

爦′
２
牋

＋
１

爦′
２
牨

＋
５ｃｏｓ牕π

爦′牨爦′槏 槕牋 ＋（爠爤）
２ 牕π

槏 槕爧
６ 爩牋

爦′
２
牋

＋
爩牨

爦′槏 槕２牨
（牕π）

２

２爧
＋
（牕π）

６
（爠爤）

２

爧
７

１

爦′
２
牨

＋
２ｃｏｓ牕π

爦′牨爦′牋
＋
１

爦′槏 槕

熿

燀 ２
牋

－

爠爤爧

２

牕π

槏 槕爧
４

－（爠爤）
２ 牕π

槏 槕爧
６ １

爦′牋
＋
１

爦′槏 槕牨
（牕π）

２

２爧
＋
（牕π）

６
（爠爤）

２

爧
７

１

爦′
２
牨

＋
２ｃｏｓ牕π

爦′牨爦′牋
＋
１

爦′槏 槕

燄

燅２牋

（１７）

不计附加质量和弹性支承时，爦３＝０，爦４＝０，

爩牋＝爩牨＝０，爦′牋→∞，爦′牨→∞，式（１７）可简化为

式（２）。

式（１７）与式（１１）相比，它可以通过测试中、长吊

索任意一阶横向振动频率来计算张力，因此适用性

更广。当运用吊索第１阶横向振动频率来计算张力

时，两式均可运用。

 实例验证

实测数据为郑州黄河二桥主桥现场施工测试数

据，该桥吊索相关参数
［５，８，１２］如下：吊索型号为

ＰＥＳＣ７０９１；钢丝束公称面积为 ３５０２ｃｍ
２
；单位长

度质量为 ２７５ｋｇ燉ｍ；吊索单位长度质量为 ３０４

ｋｇ燉ｍ；护套总厚度为８ｍｍ；吊索外径为９３ｍｍ。郑

州黄河二桥主桥共采用了６种不同长度吊索，各吊

索长度与１阶横向振动频率及张力实测值列于表１。

张力的实测值来源于现场吊索第 １次张拉施工记

录，１阶横向振动频率为完成吊索第１次张拉施工后

吊索振动测试值。拱肋与系杆梁等效质量爩牋，爩牨及

拱肋与系杆梁对吊索横向等效刚度爦′牋，爦′牨等根据

文献［１３］所述方法确定。通过吊索横向振动频率，根

据本研究各公式所得吊索张力计算值及其与现场实

测值相对误差列于表１。

由表１可以看出，对于郑州黄河二桥主桥吊索

采用弦振动理论公式（１）和公式（２）时，计算结果均

有较大误差，且短吊索计算误差大于长吊索计算误

差。考虑吊索抗弯刚度时计算精度略高于不考虑吊

索抗弯刚度时计算精度。当将吊索两端约束条件看

成铰接，采用式（１１）计算吊索张力时，计算精度较

差。当选用式（１７）计算时，其计算精度与式（１１）计算

精度相当。这主要是由于两式的差别仅为采用了不

同的振型函数，因而计算结果相近。两式的计算结果

出现较大误差，主要是因为式（１１）与式（１７）适用于

两端约束条件为铰接的吊索。为提高计算精度，不宜

把郑州黄河二桥主桥吊索两端约束简化为铰接。

当将吊索两端约束条件看成固接，采用式（１４）

计算时，计算精度最高，对于长吊索其结果误差最大

为３０％，对于短吊索其结果误差不超过９３％。可以

看出，对于郑州黄河二桥主桥等采用刚性系杆梁的

中、下承式拱桥来说，其吊索边界约束条件更接近于

固接，采用式（１４）计算结果更加准确。

本研究公式较全面地考虑了吊索两端复合边界

条件，因而该公式适用于中、下承式拱桥长吊索和短

吊索的张力计算。由于公式均为显示形式，更适合在

测试现场方便使用。在实际工程中，考虑附加质量和

弹性支承影响时，可根据吊索两端边界约束条件是

铰接或固接来分别选取式（１１）或式（１４）计算吊杆张

力；不计附加质量和弹性支承影响时，可分别选取

式（１２）或式（１５）计算吊杆张力。

 结 论

１）由于比较全面地考虑了吊索两端拱肋和系

杆梁附加质量及弹性支承等复合边界条件的影响，

笔者所推导的各计算公式与传统计算公式相比，计算

表 郑州黄河二桥主桥吊索实测数据与张力计算值

吊索

编号

吊索

长度燉ｍ

实测

频率燉Ｈｚ

实测

张力燉ｋＮ

计算值与相对误差燉ｋＮ

式（１）

计算值

相对

误差

式（２）

计算值

相对

误差

式（１１）

计算值

相对

误差

式（１７）

计算值

相对

误差

式（１４）

计算值

相对

误差

１ ２３４５８ ２９２９７ ５００ ５７４３３ １４９ ５７０４４ １４１ ５６７１ １３４ ５５６４ １１３ ４８９０ －２２

２ ２２５８５ ３０２５６ ５００ ５６７８０ １３６ ５６３６０ １２７ ５７１９ １４４ ５６１６ １２３ ４８４９ －３０

３ ２０８２７ ３３２０３ ５００ ５８１４９ １６３ ５７６５５ １５３ ５８６４ １７３ ５８０３ １６１ ４９９３ －０１

４ １８１５７ ４０３１６ ５５０ ６５１５９ １８５ ６４５０９ １７３ ６５８０ １９６ ６５２４ １８６ ５６３６ ２５

５ １４５３７ ５０７８１ ５５０ ６６２６５ ２０５ ６５２５１ １８６ ６７２７ ２２３ ６７４６ ２２７ ５８８２ ６９

６ ９９１４ ７９４５２ ５５０ ７５４４７ ３７２ ７３２６７ ３３２ ７７６２ ４１１ ７１３８ ２９８ ６０１２ ９３

０９１ 振 动、测 试 与 诊 断 第３３卷



结果精度更高，且适用于短吊索和中、长吊索的张力

计算。

２）与现有的振动法计算吊索张力公式相比，笔

者给出的吊索张力与横向振动频率计算式为显式表

达式，适合于工程现场测试使用，实用性较强。

３）对于郑州黄河二桥主桥等采用刚性系杆梁

的中、下承式拱桥来说，吊索边界约束条件更接近于

固接，简化为固接时比简化为铰接时计算结果更加

准确。
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