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摘要 为了获得微动结合面较精确的法向接触刚度模型，研究影响接触刚度的因素，基于经典的ＧＷ（ｇｒｅｅｎｗｏｏｄ

ｗｉｌｌｉａｍｓｏｎ）统计模型和分形模型，建立了考虑摩擦因素的结合面的接触刚度分形模型，并推导出了相应的刚度公

式。通过数值仿真探讨了分形维数、摩擦系数、接触载荷、结合面积等４个因素对结合面法向接触刚度的影响。研究

表明，所推导出的法向接触刚度模型能够有效模拟具有摩擦作用的结合面，结合面间的摩擦系数对法向接触刚度

的影响与结合面的尺寸有很大的关系，结合面之间的分形维数、接触载荷、结合面积对法向接触刚度有很大的

影响。
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引 言

实际工程结构表面都不是绝对光滑的，为了更

好地理解结合面的振动摩擦特性，就要从微观层面

来解释结合面之间的摩擦、磨损以及润滑等接触问

题［１］
。随着分形理论的提出，可以利用与测量尺度无

关、具有尺度独立性的分形几何理论来研究表面微

观形貌所有尺度上的特征及其对结合面的功能特性

的影响。由于精确的结合面的动力学模型对于分析

机械结构的动力学特性非常重要，因此迫切需要运

用分形理论准确地建立结合面的刚度公式。

建立结合面精确的结构动力学模型必须准确了

解接触界面的动态特性。研究结合面的特性离不开

经典的赫兹理论、ＧＷ 和ＭＢ分形模型的支撑。很

多学者进行了结合面的分形研究，ＮａｙａｋＰＲ
［２］提

出了弹性和塑性接触的ＧＷ 统计模型。文献［３８］

提出了机械加工表面具有自仿射分形特征ＭＢ模

型。文献［９１１］在ＭＢ模型的基础上考虑了材料的

弹塑性变形过程和接触界面摩擦的作用，建立了粗

糙表面接触的弹性、弹塑性和塑性分形模型。很多研

究都是从接触力学的角度来分析结合面的变形特

性，并且在建立结合面的分形模型时开始考虑摩擦

因素，但是并没有真正地从动力学的角度考虑摩擦

因素的分形模型及摩擦的影响［１２１４］
。

笔者在前人研究的基础上，建立了考虑摩擦因

素的结合面的分形模型，并研究了相关的几个因素

对法向接触刚度的影响。

 考虑摩擦因素的法向接触刚度的分

形模型

通常研究表面间接触模型的理论基础是赫兹理

论、ＧＷ 和ＭＢ分形接触模型，而结合面的深入研

究则是在纯粹的弹塑性变形的基础上进行的。实际

工程结构表面都不是绝对光滑的，任意两个工程表

面间的摩擦因素使得接触应力大小及分布与经典赫

兹解不同，然而ＭＢ分形接触模型恰恰忽略了结合

面之间摩擦因素的影响；因此，有必要考虑摩擦因素

影响并对赫兹接触模型做适当修改，推导考虑摩擦

力影响的分形接触模型。

由赫兹接触模型可知，基于真实结合面积中弹

性变形和塑性变形的结合面积大小，可以判定微凸

体由弹性变形转化为塑性变形的临界变形量为

犠牅＝
π爦犲牪

槏 槕２爠

２

爲 （１）

其中：爦为硬度爣 与屈服强度犲牪的相关系数，爣＝

爦犲牪；爠为赫兹分析得到的综合弹性模量。

两弹性体静态接触变形如图１所示。
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图１ 两弹性体静态接触变形的截面

根据赫兹接触理论可以知道真实接触半径为

牜＝
３爯爲

槏 槕４爠

１燉３

（２）

其中：爯为接触作用力；等效弹性模量 爠＝［（１－

犩１
２
）燉爠１＋（１－犩２

２
）燉爠２］

－１
；爠１和爠２分别为图１中两

弹性体的弹性模量；犩１和犩２分别为两弹性体的泊松

比；等效单峰曲率半径爲＝［１燉爲１＋１燉爲２］
－１
；爲１和爲２

分别为两弹性体的曲率半径。

由ＭＢ分形模型可知，变形前微凸体表面轮廓

的数学模型为

牫（牨）＝ 爢
爟－１
牃
１－０５爟

ｃｏｓ
π牨

牃槏 槕０５ （３）

其中：牃为实际结合面积。

微凸体顶端接触变形量为

犠＝ 爢
爟－１
牃
１－０５爟

（４）

根据式（３）可以求出微凸体的曲率半径为

爲＝ 牃
０５爟
爢
１－爟
燉π （５）

最大结合面积牃ｍａｘ与接触点的面积分布牕（牃）满

足以下关系

牕（牃）＝
爟

２
犼
１－０５爟

牃
０５爟
ｍａｘ 牃

－１－０５爟
（０＜ 牃＜ 牃ｍａｘ）

（６）

其中：犼为分形区域扩展系数，与分形维数爟有关，

可以查表得到。

当微凸体发生弹性变形时，实际载荷爮牉为

爮牉＝∫
牃ｍａｘ

牃牅
牕（牃）

４π
－０５
爠爢

爟－１
牃
１５－０５爟

３
ｄ牃＋

∫
牃牅

０
牕（牃）爦犲牪牃ｄ牃 （７）

当结合面有相对滑动摩擦时，微凸体开始屈服

的临界平均接触压力为

牘犨＝ １１牑犨犲牪 （８）

其中：牑犨为摩擦力修正因子的分段函数。

当０≤犨≤０３时，牑犨为１－０２２８犨；当０３＜犨≤

０９时，牑犨为０９３２ｅ
－１５８（犨－０３）

。

如图２所示，当摩擦系数介于０和０３之间时，

临界平均接触压力随着摩擦系数的增大而线性减

小。当摩擦系数介于０３和０９之间时，临界平均接

触压力随着摩擦系数的增大而指数减小。

图２ 摩擦系数对临界平均接触压力的影响

将式（８）代入式（１）可以得到有摩擦影响时微凸

体弹塑性临界变形量为

犠犨牅＝
３π牘犨

槏 槕４爠

２

爲＝
３３π牑犨犲牪

槏 槕４爠

２

爲 （９）

将式（３）和式（４）代入式（９），可以得到微凸体弹

塑性变形的临界面积为

牃犨牅＝
３３π

０５
牑犨犲牪

槏 槕４爠

２燉（１－爟）

爢
２

（１０）

根据结合面表面的微凸体面积分布规律，在考

虑摩擦因素影响的前提下，当结合面积大于临界结

合面积牃犨牅时，结合面发生弹性变形，此时根据式（６）

和式（１０）可以推导出整个结合面的表面法向接触刚

度的分形模型为

爦牕＝∫
牃ｍａｘ

牃牣牅
牑牕牕（牃）ｄ牃＝

２爟

１－ 爟
π
－０５
犼
１－０５爟

爠（牃
０５
ｍａｘ－ 牃

０５爟
ｍａｘ 牃

０５－０５爟
犨牅 ）（１１）

式（１１）的无量纲表达式为

爦牕

＝
２爟

１－ 爟
π
－０５
犼
１－０５爟

×

（牃

ｍａｘ

０５
－ 牃


ｍａｘ

０５爟
牃

犨牅
－０５爟＋０５

） （１２）

式（１２）表明，结合面的刚度与摩擦状态下的弹

塑性临界变形面积有关。当获得表面的分形特征参

数爟，爢和材料弹性模量爠以后，可以估算结合面的

表面接触刚度，提高了预估结合面实际接触刚度的

准确程度。

 结合面参数对法向接触刚度的影响

根据式（１２），取爢

＝１３６×１０

－９
，牼＝１，牃


ｍａｘ＝

００００１，分形维数 爟
［６］查表可得（爟＝１１０，１３０，
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１４５，１５５，１６２，１７０，１８５），再 得 到 犼（犼＝

２４４４，２１８４，２０４１，１９６３，１９１５，１８６５，１７８５），

数值仿真计算得无量纲法向接触刚度与实际接触面

积、摩擦系数、方向载荷的关系如图３所示。

图３ 法向刚度与摩擦系数的关系

图３表明，结合面法向接触刚度随着结合面摩

擦系数的增大而持续减小。当摩擦系数小于０３时，

无量纲法向接触刚度随摩擦系数的增大呈线性衰

减；当摩擦系数大于０３时，无量纲法向接触刚度随

摩擦系数的增大呈现指数衰减规律，随着实际接触

面积的增大而迅速减小。

图 ４表明，爟＝１４５时，结合面法向接触刚度

爦

牕随着实际接触面积爛牜燉爛牃的增大而增大。指定实

际接触面积时，结合面摩擦系数犨越大，结合面法向

接触刚度爦

牕越小。

图４ 爟＝１．４５时法向刚度与实际接触面积的关系曲线

图５表明，当结合面摩擦因素不变时，结合面的

法向接触刚度随着法向接触载荷的增加而增加。当

法向接触载荷不变时，降低结合面之间的摩擦系数

可以显著增加结合面之间的法向接触刚度。

为了更清楚地解释各个因素对法向刚度的影

响，现在只让１个参数变化，观察其对结合面法向刚

图５ 法向刚度与法向载荷的关系

度的变化趋势。图６（ａ）中指定分形维数爟为变量，

牃

ｍａｘ＝０１，牃


犨牅＝０００１；图６（ｂ）中指定最大接触面积

牃

ｍａｘ为变量，爟＝１５，牃


犨牅＝００１牃


ｍａｘ。当指定临界接触

面积与最大接触面积之比为变量，爟＝１５，牃

ｍａｘ＝

００００１，且比值小于１时，法向刚度随面积之比的增

大而减小；当比值为 １时，刚度为零；当比值大于 １

时，刚度为负值。

图６ 参数对法向接触刚度的影响

图６（ａ）表明结合面法向接触刚度随着分形维数

爟 的增大而增大，且有增速愈来愈快的趋势。

图６（ｂ）表明结合面法向接触刚度随着最大接触面
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积牃

ｍａｘ的增加而增加，但是增速将放缓。

 结 论

１）建立了考虑摩擦系数的结合面的分形模型，

讨论和分析了结合面法向刚度与法向载荷、实际接

触面积和结合面摩擦因素及其表面分形维数的关

系。可以看出，分形维数对法向接触刚度的影响显

著，将导致不同分形维数之间接触刚度的大小相差

几个数量级。当结合面接触面积较小时，结合面法向

刚度受摩擦系数变化影响较小。当结合面接触面积

较大并且较粗糙时，结合面法向刚度随着摩擦系数

的增大快速下降。

２）从宏观趋势得知，结合面法向刚度随着实际

接触面积的不断扩大而增大。当最大接触面积小于

临界接触面积时，结合面表面发生塑性变形，刚度将

受宏观结构的影响。

３）从微观角度研究了结合面的接触刚度的表

达及其影响因素，完善了推导结合面接触刚度的分

形理论。
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