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摘要 在分析了差分振子基本原理的基础上，重点在理论上分析了噪声对差分振子输出相图的影响，推导了相图

大小与有效信号幅值之间的线性比例关系，弥补了差分振子不能检测信号幅值的缺点，阐明了系统参数对差分振

子检测性能的影响。理论分析、仿真实验及工程实践表明，该方法简单稳健，实时性好，具有良好的抗噪性能，能有

效检测强噪声背景下的微弱故障信号，可实现机电设备早期故障的可视化检测。

关键词 差分振子；微弱信号检测；早期故障诊断；可视化检测

中图分类号 ＴＨ１７

引 言

微弱信号检测在故障诊断、生物医学、卫星通

信、地震波测量等领域有着广泛的应用。目前，微弱

信号检测主要集中在两个方面：ａ．传统的对噪声进

行抑制或消除的方法，但当噪声频率与信号频率相

等或相接近时，在抑制噪声的同时有用信号不可避

免地受到损害，极大地影响微弱信号特征的提取效

果；ｂ．利用非线性系统自身的特性对微弱信号进行

检测，常用的非线性方法有随机共振法
［１３］
、混沌振

子法［４７］和差分振子法［８］
。文献［９］综述３种非线性

方法，并且将３种方法应用于机电设备故障诊断。文

献［１０］提出了快速判断差分振子收敛状态的快速识

别方法。文献［１１］研究了差分振子的参数设置，并且

将差分振子应用于电机转子匝间短路及转子碰磨故

障的识别。现有文献对差分振子的研究主要集中于

利用差分振子相图的差异实现特有频率成分的有无

检测。差分振子参数的选择是差分检测的关键，现有

文献中给出的差分振子参数选择依据［８］是使差分振

子相图简单清晰，然而这一依据缺乏科学的理论支

撑，不能准确表征出参数设置对差分振子检测系统

特性的影响，也不能为差分振子参数的优化选择提

供指导。

笔者从差分振子检测器本身的特性出发，在理

论上系统地研究了参数设置对差分振子检测性能的

影响，通过理论分析和仿真实验证明了差分振子具

有良好的抗噪性能。对信号幅值与差分振子相图之

间的关系进行了深入的研究，从理论推导和仿真实

验两个方面证明了两者间的单调递增的线性比例关

系，为利用差分振子实现信号的幅值检测提供了有

力工具。将该方法用于高速线材轧机轴承的早期故

障诊断，实现了设备早期故障的可视化检测。

 差分振子检测器的数学模型

差分振子检测器是以二元差分方程为基础构造

的检测器［８］
，具体数学模型为

牨牑＋１＝ 牃牨牑＋ 牄牪牑 （１）

牪牑＋１＝ 牅牨牑＋ 牆牪牑＋ 牘ｃｏｓ２π牊牉牑＋
２π牊牆牑

牊槏 槕牞
爴（牑）

（２）
其中：牘为放大倍数；牊牉为系统激励频率；牊牆为待检

测频率；牊牞为输入信号的采样频率；爴（牑）为输入信

号序列；牃，牄，牅，牆为差分振子的系统参数。

为方便进一步研究差分振子特性，将二元方程

转化为一元方程。对上述差分方程组作如下变换，由

式（１）可以得到

牨牑＋２＝ 牃牨牑＋１＋ 牄牪牑＋１ （３）

将式（２）代入式（３）中，有
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牨牑＋２＝ 牃牨牑＋１＋

牄牅牨牑＋ 牆牪牑＋ 牘ｃｏｓ２π牊牉牑＋
２π牊牆牑

牊槏 槕牞［ ］爴（牑）

（４）

由式（１）得

牄牪牑＝ 牨牑＋１－ 牃牨牑 （５）

令牊（牑）＝牄牘ｃｏｓ２π牊牉牑＋
２π牊牆牑

牊槏 槕牞
，代入式（４），得

牨牑＋２－ （牃＋ 牆）牨牑＋１＋ （牃牆－ 牄牅）牨牑＝ 牊（牑）爴（牑）

（６）

令犜＝－（牃＋牆），犝＝牃牆－牄牅，代入式（６）得

牨牑＋２＋ 犜牨牑＋１＋ 犝牨牑＝ 牊（牑）爴（牑） （７）

可以看出，差分振子检测器是一个二阶系统，该

系统的固有频率［８］可以通过下式进行估算

犽０ 槏＝ ａｒｃｃｏｓ－
犜（１＋ 犝）

槕４犝

（犝＞ ０；
犜（１＋ 犝）

４犝
＜ １）

（８）

 参数设置和噪声对差分振子输出的

影响

作为信号微弱特征提取的方法，对噪声的抑制

能力是一个非常重要的指标。本节通过差分振子方

程来讨论差分振子的抗噪特性，并揭示了差分振子

参数设置对差分振子输出的影响。

为研究噪声对差分振子的影响，先将差分方程

式（７）转化为微分方程的形式，结果如下

牨（牠）＋ 爛牨（牠）＋ 爜牨（牠）＝ 牊（牠）爴（牠） （９）

其中：爛＝犜＋２；爜＝１＋犜＋犝。

考虑零均值噪声对差分方程输出的影响。设零

均值噪声为牕（牠），则有爠［牕（牠）］＝０。由噪声牕（牠）引起

的扰动输出为Δ牨，有

Δ牨＋ 爛Δ牨＋ 爜Δ牨＝ 牊（牠）牕（牠） （１０）

令┪＝
Δ牨

Δ牨［ ］，则有┪＝
Δ牨

Δ牨［ ］，将微分方程改写成
空间状态方程组的形式为

┪

＝

０ １

［ ］－ 爜 － 爛
┪＋

０

［ ］牊（牠）牕（牠）
（１１）

在实际信号处理中，所得到的信号都是一个离散

化数值序列，所以求出式（１０）的离散化形式的通解为

┪（牑）＝ 熑（牑）牂（０）＋∑
牑－１

牏＝０

犎（牑）
牑－１－牏

牊（牑）牕（牑）

（１２）

其中：熑（牑）为状态转移矩阵；牂（０）为方程的初始值。

状态转移矩阵可以表示为

熑（牑）＝
０ １

［ ］－ 爜 － 爛

牑

（１３）

方程的解由两部分构成。第一部分为熑（牑）牂（０），

是方程的零输入解，与输入信号无关，反映了系统本

身的特性，将迅速衰减为零。这里给出一个简要的

说明。

若牕（牠）＝０，原差分方程（７）可以写成

牨牑＋２＋ 犜牨牑＋１＋ 犝牨牑＝ ０ （１４）

式（１４）的解为式（１３）。将式（１４）改写成为二元

方程组的形式如下

牨牑＋１＝ 牃牨牑＋ 牄牪牑

牪牑＋１＝ 牅牨牑＋ 牆牪
烅
烄

烆 牑

（１５）

可见，式（１４）和式（１５）为同解方程。图１给出了

犝固定不变、犜取不同值时差分振子方程（１５）解的变

化情况，即差分振子相图的变化，通过差分振子相图

的变化来反映差分振子方程解的敛散性。

图１ 不同犜值时差分方程的解
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由图１可以看出，虽然犜取不同的值时，方程的

解都收敛于零点，但是当犜∈［０９５１］时，方程解的

收敛速度最快。当犜≥２００时，差分振子方程的解是

发散的，如图２所示。此时差分振子系统成为一个不

稳定的系统，因此不能对信号进行检测。

图２ α≥２００时差分振子方程的发散解

同理，固定犜、改变犝的值，仍然可以得到相同的

结论，所以 犜，犝的值反映了系统的固有特性。当

犜，犝∈（０２）时，差分振子方程的解均收敛零点；若

犜，犝∈［０９５１］，则差分方程（１４）和（１５）的解收敛速

度最快；因此，犜和犝的最佳取值范围为［０９５１］。

由上述分析可知，系统参数犜，犝影响了差分振

子检测的过渡时间（从初始状态到稳定状态的时

间），差分振子参数处于最佳取值范围内时差分振子

检测系统过渡时间最短，系统响应速度最快。

式（１１）的零输入解 熑（牑）牂（０）收敛于 ０，可见

牂（０）（即方程的初始值）不影响差分振子解的敛散

性，只是对收敛过程起到加速或延缓的作用。

式（１１）的第二部分解为方程的零状态解，它与

方程的初始状态无关，只与输入信号有关，忽略零输

入解的影响，只考虑方程的零状态解，则式（１１）的解

可以写成如下形式

牂（牑）＝∑
牑－１

牏＝０

犎（牑）
牑－１－牏

牊（牑）牕（牑） （１６）

对式（１６）求数学期望为

爠［牂（牑）］＝ 爠 ∑
牑－１

牏＝０

犎（牑）
牑－１－牏

［ ］牊（牑）牕（牑） （１７）

牊（牑）为差分振子检测系统的一部分，它的取值

只与差分振子系统自身的参数设置有关，而不受外

界输入的影响，这也是差分振子作为一个检测系统

所具备的特性之一。牕（牑）为随机噪声，它不受差分振

子检测系统的影响。根据事件相互独立的定义
［１２１３］

可知，牊（牑）与牕（牑）相互独立。因此，对式（１７）作进一

步化简得

爠［牂（牑）］＝∑
牑－１

牏＝０

爠［犎（牑）
牑－１－牏

牊（牑）］爠［牕（牑）］

（１８）

熑（牑）收敛于零，为系数矩阵。牊（牑）＜燏牄牘燏，噪声

牕（牑）为零均值噪声，即爠［牕（牑）］＝０，则有

爠［牂（牑）］＝ ０ （１９）

噪声输入到差分振子中后迅速衰减，最终趋向

于零，即差分振子具有较强的抗噪能力。

下面通过仿真实验来验证这一结论，构造一个

仿真函数

爴（牠）＝ ０５ｓｉｎ（２π３０牠）＋ 牑牕ｎｏｉｓｅ （２０）

其中：牕牕牗牏牞牉为随机噪声；牑为噪声强度调节系数，改变

牑的值就相当于改变噪声强度。

将上述信号输入到差分振子系统中，设定待检

测频率为３０Ｈｚ，调节牑得到不同噪声强度下的差分

振子输出，结果如图３所示。

图３ 不同噪声强度下的差分振子相图

由图３可以看出，噪声并不能改变振子相图的

收敛特性。随着噪声强度的不断增加，差分振子相图

出现了大量的毛刺，但这并不影响对差分振子相图

状态的判别，可见差分振子检测器具有较好的抗噪

性能。

 差分振子幅值信息的表征

在对微弱信号进行检测时，不仅要获得信号的

频率信息，有时还需要获得信号的幅值信息，尤其是

信号幅值的变化信息。

 差分振子对信号幅值信息的表征

设输入信号是由单频信号牞（牑）和噪声牕（牑）组成

的数值序列，即

爴（牑）＝ 牞（牑）＋ 牕（牑） （２１）
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设由信号牞（牑）引起的输出为牨牑（其中牑＝１，２，

…，爫，爫为输入信号序列的长度），由噪声牕（牑）引起

的扰动输出为Δ牨牑，由输入信号引起的输出为（牨牑＋

Δ牨牑），代入到差分方程中则有

（牨牑＋２＋ Δ牨牑＋２）＋ 犜（牨牑＋１＋ Δ牨牑＋１）＋

犝（牨牑＋ Δ牨牑）＝ 牊（牑）［牞（牑）＋ 牕（牑）］ （２２）

将式（２２）展开有

牨牑＋２＋ 犜牨牑＋１＋ 犝牨牑＝ 牊（牑）牞（牑） （２３）

Δ牨牑＋２＋ 犜Δ牨牑＋１＋ 犝Δ牨牑＝ 牊（牑）牕（牑） （２４）

根据方程解的性质，若信号中有效频率成分的

幅值增加，只是影响式（２３），而不影响式（２４）。在噪

声相同的条件下，方程解的变化只与信号中有效频

率的变化有关，即差分振子输出相图的变化只与检

测频率的变化有关；因此，在讨论差分振子对信号的

幅值表征时，只考虑检测信号频率的变化即可。

设输入信号为单一频率的信号序列

爴（牑）＝ 牞（牑） （２５）

相应的差分振子方程（７）的解为牨牑，将其代入差分振

子方程（７）中，有

牨牑＋２＋ 犜牨牑＋１＋ 犝牨牑＝ 牊（牑）牞（牑） （２６）

如果输入信号的幅值增大到原来的爦倍，即

爴（牑）＝ 爦牞（牑） （２７）

其对应的差分振子方程的解为牪牑，则

牪牑＋２＋ 犜牪牑＋１＋ 犝牪牑＝ 牊（牑）爦牞（牑） （２８）

将式（２６）两端同时乘以爦，可以写成如下形式

（爦牨牑＋２）＋ 犜（爦牨牑＋１）＋ 犝（爦牨牑）＝ 牊（牑）爦牞（牑）

（２９）

比较式（２８）与式（２９）可得

牪牑＝ 爦牨牑 （３０）

由此可见，输入信号的幅值增大了爦倍，则差

分振子方程的解也增大了爦倍，相应的差分振子相

图也扩大了爦倍。

由上述分析可以看出，差分振子相图的大小与

信号幅值之间存在一个线性比例关系，可以通过相

同参数下的差分振子相图的大小来判断信号幅值的

大小。差分振子相图大者，相应的信号幅值也大，反

之亦然。

 仿真实验

构造如下的仿真函数

牪＝ 爛ｓｉｎ（２π３０牠）＋ 牕ｎｏｉｓｅ （３１）

其中：爛为信号的幅值；牕ｎｏｉｓｅ为随机噪声；待检测频

率 牊牆＝３０Ｈｚ；放大倍数 牘＝１；犜＝０９５；犝＝０９８；

牊牉＝０３３。

改变仿真信号的幅值爛，可以得到不同的差分

振子输出相图，如图４所示。由图４可以看出，随着信

图４ 不同幅值下的差分振子相图

号幅值的增大，差分振子相图也随之不断地增大。若

以差分振子相图最小正切正方形的边长作为指标来

定量表征振子相图的大小（如图４（ｂ）中的实线正方

形），则差分振子幅值的增加与正方形边长的增加具

有单调递增的线性比例关系，幅值每增加０２５对应

正方形的边长增加２０。正方形边长与信号幅值的关

系如图５所示。

在差分振子各参数设置相同的条件下，差分振

子相图的大小反映了信号幅值的大小。在求得信号

幅值与差分振子相图大小的比例关系的条件下，可

以获得待检测信号的幅值；在这一比例关系未知的

条件下，则可以获得待检测信号幅值的相对大小，即

图５ 信号幅值变化与差分振子相图的关系

差分振子相图大者，其表征的幅值也较大；因此，通

过信号幅值与差分振子相图关系，可以得到幅值的

变化量，弥补了差分振子不能够直接检测信号幅值
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大小的缺陷。

噪声虽然不改变差分振子相图的收敛性，但噪

声的大小会改变差分振子相图的大小，即在不同的

噪声强度下，信号幅值与差分振子相图大小的关系

曲线是不同的，如图６所示。

图６ 不同噪声下的信号幅值与相图大小关系曲线

由于差分振子的参数对输出相图有着显著的影

响，即使同一信号，输入不同参数下的差分振子系统

中，得到的差分振子相图也相差甚远；因此，对不同

参数下的差分振子相图所携带的幅值信息进行研究

没有意义。笔者对差分振子相图所携带的幅值信息

的挖掘是建立在相同参数下的差分振子检测器基础

之上的。

 放大倍数对差分振子相图的影响

为研究放大倍数对差分振子相图的影响，将差

分方程（７）进行改写，首先令

牋（牑）＝
牊（牑）

牘
＝ 牄ｃｏｓ２π牊牉牑＋

２π牊牆牑

牊槏 槕牞
（３２）

则差分方程可以转化为

牨牑＋２＋ 犜牨牑＋１＋ 犝牨牑＝ 牋（牑）牘爴（牑） （３３）

由差分方程（３０）知，系统的放大倍数为牘，在差

分振子检测器系统中相当于对输入信号整体放大了

牘倍，即将有用信号和噪声全部进行放大。由上面的

推导可知，有用信号被放大牘倍后，差分振子相图也

被放大了牘倍，差分振子的输出获得了增强。同时，

噪声也被放大了牘倍，随着噪声强度的增大，差分振

子相图会出现大量的毛刺。若牘过大时，整个差分振

子相图被噪声淹没，从而无法判别差分振子相图的

状态；因此，适当的放大倍数 牘使输入信号获得增

强，保证差分振子相图清晰且状态表征明确，但是放

大倍数牘并不影响差分振子的敛散性。

 工程应用实例

２００８年１２月９日，某高线厂在线监测系统发出

报警，第２５架精轧机的振动幅值超标。１２月１５日检

修时发现，该精轧机齿轮箱一轴轴承内圈严重剥落。

现取１１月１９～２１日间（即设备振动超限报警前２０

天左右）的３组数据进行分析，期望能在故障初期的

振动信号中发现故障特征，实现微弱故障的早期诊

断。设备轴承型号为１６２２５０Ｇ，振动信号采样频率为

４ｋＨｚ，采样点数为２０４８，根据在线监测系统监测的

转 速 计 算 可 得 轴 承 内 圈 损 伤 的 特 征 频 率 为

４３２８Ｈｚ。图７～８分别为不同时间振动信号的时域

波形和幅值谱。

图７ 不同时间振动信号的时域波形

由图７可以发现，１９～２１日时域波形的振动幅

值相差不大。图８所示的幅值谱中，这３天的频谱低

频信息全部被噪声淹没，无法找到轴承内圈损伤的

特征频率４３２８Ｈｚ；因此，依靠传统方法无法判别设

备当前的运行状态。将这３天的数据输入同一个差

分振子中，并将差分振子参数设置如下：检测频率

牊牆＝４３２８Ｈｚ；犜＝０９９５；犝＝０９９９；牊牉＝０３３２７；
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图８ 不同时间振动信号的幅值谱

牘＝２５；初始值牨＝１５，牪＝１５。差分振子输出相图如

图９所示。

在图９中，１９日的差分振子相图呈现出收敛于

极点的状态，说明此时信号中不存在待检测频率。２０

和２１日的差分振子相图呈现出收敛于极环的状态，

说明此时信号中含有待检测频率，相比较而言，２１

日收敛于极环的状态更加清晰、简明。２０日的差分

振子相图极环所占的正方形面积小于２１日极环所

占正方形的面积，即２１日信号待检测频率成分的幅

值比２０日的有所增大。图９中的差分振子相图表明，

轴承在１９日没有故障特征表现出来，在２０日出现了

故障特征，并有恶化的趋势，在２１日时故障特征表

现得更为明显。可见差分振子不但可以反映信号的

频域信息，还可以表征信号的幅值变化信息。

利用差分振子检测设备故障时，需要事先确定

待检测设备的故障特征频率。在设备传动结构已知、

轴承型号明确、设备转速可测的情形下，可以利用先

验知识计算出轴承和齿轮损伤的特征频率，继而建

立差分振子阵列。对上述特征频率分别检测，可以确

定原始振动信号中是否包含主要零部件的故障特征

频率，进而确定故障发生的具体部位。

图９ 不同时间振动信号的差分振子相图

 结 论

１）理论分析与仿真实验表明，差分振子具有良

好的抗噪性能，可以实现强噪声背景下的微弱信号

检测。

２）差分振子相图的大小与有效信号幅值之间

存在线性比例关系，可以此间接检测微弱信号的相

对幅值大小。

３）高速线材轧机轴承的早期故障检测实例表

明，该方法可实现设备早期故障的可视化检测。
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