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摘要 为了探索随机变量对直齿轮耦合转子系统的振动可靠性的影响排序，为产品在设计阶段提供理论参考，首

先，基于有限元法，建立了参数化的直齿轮耦合转子动力学模型；其次，结合随机摄动技术、可靠性设计相关理论，

建立了随机响应模型和可靠性求解模型；然后，基于修正后的可靠性灵敏度计算方法，提出了针对齿轮耦合转子系

统的可靠性灵敏度设计模型，研究了齿轮参数的改变对转子系统可靠性的影响；最后，在基本随机变量是混合变量

的情况下，对其灵敏度进行了无量纲化，得到可靠性对各个基本随机变量的影响程度的排序。研究结果表明，对可

靠性影响最大的因素为啮合角，需要严格控制。
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引 言

组装式离心压缩机又称为组装型整体齿轮增速

式离心压缩机。组装式离心压缩机在设计时，一般要

求连续运转 ２～３年，每个工作轴的转速一般都在

２０～５０ｋｒ燉ｍｉｎ之间，齿轮转速比在１０～２０之间，齿

轮周速达到１２０～１５０ｍ燉ｓ，轴承周速超过８０ｍ燉ｓ。在

这种情况下，旋转部件和机组的振动可靠性分析对

于整个系统的安全稳定运行显得格外重要。

对于单齿轮系统的振动分析，大量文献都致力

于弯扭轴耦合振动的研究，文献［１２］建立了直齿

轮转子系统的弯扭耦合有限元模型，该模型包括 ２

个弯曲和１个扭转共３个方向的自由度。Ｒａｏ等
［３］基

于有限单元法对齿轮轴轴承转子系统进行了动力

学分析，包括２个弯曲和３个扭转共５个方向的自由

度。笔者基于以上研究，建立了含啮合角、变位系数、

重合度、齿宽、模数的弯扭耦合随机振动模型。为可

靠性分析提供随机样本。

采用可靠性灵敏度的目的是希望在设计阶段就

能对影响系统可靠性的因素进行考虑和排序。目前，

计算可靠性灵敏度的方法很多，如基于１阶矩和高

阶矩的可靠性计算的矩方法［４５］
、基于重要度抽样的

ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ法
［６７］
、基于响应面的可靠性灵敏度计

算方法［８９］等。笔者在结构系统有限元模型的基础

上，采用了修正后的可靠性灵敏度计算方法
［１０］
。此

方法是在Ｅｄｇｅｗｏｒｔｈ级数的基础上推导得出的，在

求解过程中不需要进行迭代搜索，而且不需要知道

基本随机变量的分布概型，因此被广泛地应用于工

程实际中。笔者以文献［１１］中单直齿轮耦合转子系

统为研究对象，建立齿轮转子系统的运动微分方程，

分析系统受到不平衡激励下的稳态响应，得到对转

子系统振动可靠性影响较大的参数，分析出可靠性

随随机变量的变化趋势，为工程实际提供理论依据。

 齿轮副力学模型

笔者在文献［１１１２］的基础上，建立了包含啮合

角犎Ｐ的齿轮系统啮合耦合型的振动分析模型，齿轮

ｐ和齿轮ｇ啮合的运动微分方程为
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图１ 齿轮啮合的力学模型图

其中：牔为齿轮质量；牑为刚度；牅为阻尼；牑牔，牅牔，犺ｐ

分别为啮合刚度、啮合阻尼和啮合角。

牥ｐ＝牑牔［（牪ｐ－ 牪ｇ）ｓｉｎ犺ｐ＋ （牨ｐ－ 牨ｇ）ｃｏｓ犺ｐ－

牜ｐ犤ｐ＋ 牜ｇ犤ｇ］＋ 牅牔［（牪ｐ－ 牪ｇ）ｓｉｎ犺ｐ＋

（牨ｐ－ 牨ｇ）ｃｏｓ犺ｐ－ 牜ｐ犤

ｐ＋ 牜ｇ犤


ｇ］ （２）

牥ｐ牨＝ 牥ｐｃｏｓ犺ｐ，牥ｐ牪＝ 牥ｐｓｉｎ犺ｐ （３）

牥ｐ＝－ 牥ｇ，牥ｇ牨＝－ 牥ｐ牨，牥ｇ牪＝－ 牥ｐ牪 （４）

其中：牜ｐ，牜ｇ为齿轮ｐ，ｇ的基圆半径。

经整理，齿轮副模型的啮合质量矩阵┝、刚度矩

阵┛和阻尼矩阵┓为

┝＝ ｄｉａｇ（牔ｐ，牔ｐ，爤ｐ，牔ｇ，牔ｇ，爤ｇ） （５）

┛＝ 牑牔

ｃｏｓ
２
犺ｐ＋ 牑ｐ牨 ｓｉｎ犺ｐｃｏｓ犺ｐ 牜ｐｃｏｓ犺ｐ － ｃｏｓ

２
犺ｐ － ｓｉｎ犺ｐｃｏｓ犺ｐ 牜ｇｃｏｓ犺ｐ

ｓｉｎ犺ｐｃｏｓ犺ｐ ｓｉｎ
２
犺ｐ＋ 牑ｐ牪 牜ｐｓｉｎ犺ｐ － ｓｉｎ犺ｐｃｏｓ犺ｐ － ｓｉｎ

２
犺ｐ 牜ｇｓｉｎ犺ｐ

牜ｐｃｏｓ犺ｐ 牜ｐｓｉｎ犺ｐ 牜ｐ
２

－ 牜ｐｃｏｓ犺ｐ － 牜ｐｓｉｎ犺ｐ 牜ｐ牜ｇ

－ ｃｏｓ
２
犺ｐ － ｓｉｎ犺ｐｃｏｓ犺ｐ － 牜ｐｃｏｓ犺ｐ ｃｏｓ

２
犺ｐ＋ 牑ｇ牨 ｓｉｎ犺ｐｃｏｓ犺ｐ － 牜ｇｃｏｓ犺ｐ

－ ｓｉｎ犺ｐｃｏｓ犺ｐ － ｓｉｎ
２
犺ｐ － 牜ｐｓｉｎ犺ｐ ｓｉｎ犺ｐｃｏｓ犺ｐ ｓｉｎ

２
犺ｐ＋ 牑ｇ牪 － 牜ｇｓｉｎ犺ｐ

牜ｇｃｏｓ犺ｐ 牜ｇｓｉｎ犺ｐ 牜ｐ牜ｇ － 牜ｇｃｏｓ犺ｐ － 牜ｇｓｉｎ犺ｐ 牜ｇ

熿

燀

燄

燅２

（６）

┓＝ 牅牔

ｃｏｓ
２
犺ｐ＋ 牅ｐ牨 ｓｉｎ犺ｐｃｏｓ犺ｐ 牜ｐｃｏｓ犺ｐ － ｃｏｓ

２
犺ｐ － ｓｉｎ犺ｐｃｏｓ犺ｐ 牜ｇｃｏｓ犺ｐ

ｓｉｎ犺ｐｃｏｓ犺ｐ ｓｉｎ
２
犺ｐ＋ 牅ｐ牪 牜ｐｓｉｎ犺ｐ － ｓｉｎ犺ｐｃｏｓ犺ｐ － ｓｉｎ

２
犺ｐ 牜ｇｓｉｎ犺ｐ

牜ｐｃｏｓ犺ｐ 牜ｐｓｉｎ犺ｐ 牜ｐ
２

－ 牜ｐｃｏｓ犺ｐ － 牜ｐｓｉｎ犺ｐ 牜ｐ牜ｇ

－ ｃｏｓ
２
犺ｐ － ｓｉｎ犺ｐｃｏｓ犺ｐ － 牜ｐｃｏｓ犺ｐ ｃｏｓ

２
犺ｐ＋ 牅ｇ牨 ｓｉｎ犺ｐｃｏｓ犺ｐ － 牜ｇｃｏｓ犺ｐ

－ ｓｉｎ犺ｐｃｏｓ犺ｐ － ｓｉｎ
２
犺ｐ － 牜ｐｓｉｎ犺ｐ ｓｉｎ犺ｐｃｏｓ犺ｐ ｓｉｎ

２
犺ｐ＋ 牅ｇ牪 － 牜ｇｓｉｎ犺ｐ

牜ｇｃｏｓ犺ｐ 牜ｇｓｉｎ犺ｐ 牜ｐ牜ｇ － 牜ｇｃｏｓ犺ｐ － 牜ｇｓｉｎ犺ｐ 牜ｇ

熿

燀

燄

燅２

（７）

牑牔＝ （０７５犡犜＋ ０２５）
０８

牚′
［１＋ ０５（１２－ 牎ｆｐ燉牔）］［１－ ００２（２０°－ 犜）］牄 （８）

牚′＝ ００４７２３＋
０１５５１

牫１
＋
０２５７９１

牫２
－ ０００６３５牨１－ ０１１６５４

牨１

牫１
－ ０００１９３牨２－＋

０２４１８８
牨２

牫２
０００５２９牨

２
１＋ ０００１８２牨

２
２ （９）

其中：牚′为轮齿柔度的最小值；犡犜为重合度；牄为齿

宽；牨１，牨２为小、大轮的变位系数；牫１，牫２为小、大齿轮

当量齿数；牎ｆｐ为齿根高；牔为模数；犜为压力角。

牅牔＝ ２犢
牑牔

（１燉牔ｐ＋ １燉牔ｇ槡 ）
（１０）

其中：犢为阻尼比，一般取００３～０１。

 可靠性设计

 随机响应模型的建立

结合齿轮系统的受力情况，考虑弯扭耦合对系

统动力学的影响，在建立有限元模型时，节点牏的广

义坐标定义为

┿
ｅ
＝ ［牨牏，牪牏，牫牏，犤牨牏，犤牪牏，犤牫牏］

Ｔ
（１１）

根据有限元理论和转子动力学的相关知识，对

于各项异性的轴承且考虑阻尼的情况下，转子系统

的随机结构运动微分方程可以表示为

┝┿＋ （┓＋ ┗）┿＋ ┛┿＝ ┖（牠） （１２）

其中：┿，┿，┿分别为节点位移、速度、加速度向量，上

标“·”代表对时间牠的导数；┝，┓，┗，┛和┖分别为

结构的整体质量矩阵、整体阻尼矩阵、陀螺力矩矩

阵、整体刚度矩阵和结构的整体外力向量。

随机参数向量表示为 ┒＝｛牄牏｝
Ｔ
＝｛牄１，牄２，…，

牄牕｝
Ｔ
。对于随机结构系统，┝，┓，┗，┛和┖分别为随

机参数牄牏的函数矩阵，根据可靠性设计的随机摄动

法，将随机参数向量┒展开成为确定部分和随机部

分，分别表示为
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牄牏＝ 牄牏ｄ＋ 犡牄牏ｒ （１３）

其中：犡为一微小参数，０＜燏犡燏１；下标ｄ为确定部

分；下标ｒ为随机部分，其均值为０。

┿，┿，┿，┝，┓，┗，┛和┖也可以表示为确定和随

机两部分

┿＝ ┿ｄ＋ 犡┿ｒ

┿＝ ┿ｄ＋ 犡┿ｒ

┿＝ ┿ｄ＋ 犡┿ｒ

┝＝ ┝ｄ＋ 犡┝ｒ

┓＝ ┓ｄ＋ 犡┓ｒ

┗＝ ┗ｄ＋ 犡┗ｒ

┛＝ ┛ｄ＋ 犡┛ｒ

┖＝ ┖ｄ＋ 犡┖

烅

烄

烆 ｒ

（１４）

根据Ｔａｙｌｏｒ展开式，当随机参数的随机部分比

确定部分小得多时，将┿，┿，┿，┝，┓，┗，┛和┖在均值

处展开至１阶处为止，整理得到

┿ｒ＝∑
牕

牏＝１

┿ｄ

牄牏
牄ｉｒ

┿ｒ＝∑
牕

牏＝１

┿ｄ

牄牏
牄ｉｒ

┿ｒ＝∑
牕

牏＝１

┿ｄ

牄牏
牄ｉｒ

┗ｒ＝∑
牕

牏＝１

爢ｄ

牄牏
牄ｉｒ

┛ｒ＝∑
牕

牏＝１

爦ｄ

牄牏
牄ｉｒ

┖ｒ＝∑
牕

牏＝１

┖ｄ

牄牏
牄ｉｒ

┝ｒ＝∑
牕

牏＝１

爩ｄ

牄牏
牄ｉｒ

┓ｒ＝∑
牕

牏＝１

┓ｄ

牄牏
牄

烅

烄

烆
ｉｒ

（１５）

将式（１３）代入式（１１），展开后，比较 熦的同次

幂，略去高阶项，得

┝ｄ┿ｄ＋ （┓ｄ＋ ┗ｄ）┿ｄ＋ ┛ｄ┿ｄ＝ ┖ｄ （１６）

┝ｄ┿ｒ＋ （┓ｄ＋ ┗ｄ）牣ｒ＋ ┛ｄ┿ｒ＝

┖ｒ－ ┝ｒ┿ｄ－ （┓ｒ＋ ┗ｒ）┿ｄ－ ┛ｒ┿ｄ （１７）

将式（１４）代入式（１５），整理得

┝ｄ

┿ｄ

牄牏
＋ （┓ｄ＋ ┗ｄ）

┿ｄ

牄牏
＋ ┛ｄ

牣ｄ

牄牏
＝

┖ｄ

牄牏
－
┝ｄ

牄牏
┿ｄ－ （

┓ｄ

牄牏
＋
┗ｄ

牄牏
）┿ｄ－

爦ｄ

牄牏
┿ｄ （１８）

联合式（１５）和式（１７），可以得到随机响应┿的

灵敏度┿ｄ
牄牏
，
┿ｄ

牄牏
和┿

ｄ

牄牏
。

随机响应┿的前４阶矩
［２４］表示为

犨牣＝Ｅ［┿ｄ＋犡┿ｒ］＝┿ｄ （１９）

犲
２
┿＝Ｖａｒ［┿（┒）］＝∑

牕

牏＝１

┿ｄ

牄槏 槕牏 Ｖａｒ（牄牏） （２０）

犤┿＝Ｅ［┿（┒）－┿ｄ（┒）］
３
＝∑

牕

牏＝１

┿ｄ

牄槏 槕牏 爞３（牄牏） （２１）

犣┿＝Ｅ［┿（┒）－┿ｄ（┒）］
４
＝∑

牕

牏＝１

┿ｄ

牄槏 槕牏 爞４（牄牏） （２２）

其中：Ｖａｒ（牄牏），爞３（牄牏），爞４（牄牏）为随机变量的方差、

３阶矩、４阶矩；犲
２
┿，犤┿，犣┿为响应的方差、３阶矩和

４阶矩。

若已知随机变量的前４阶，矩并将得到的
┿ｄ

牄牏
代

入式（１９～２２），可得到随机响应的前４阶矩犨┿，犲
２
┿，犤┿

和犣┿。

通过有限元进行确定性分析，根据可靠性相关

理论，转子系统的状态函数定义为

牋（牣ｚ，牣ｓ）＝ 牣ｓ－ 牣ｚ （２３）

其中：牣ｚ为振动幅值，牣ｓ为许用的振动幅值，它们是

相互独立的随机变量。

状态函数牋（牣ｚ，牣ｓ）的前４阶矩为

犨牋＝Ｅ［牋（牣ｚ，牣ｓ）］＝爠（牣ｓ）－爠（牣ｚ）＝犨牣ｓ－犨牣ｚ （２４）

犲
２
牋＝Ｖａｒ［牋（牣ｚ，牣ｓ）］＝犲牣ｓ

２
＋犲牣ｚ

２
（２５）

犤牋＝Ｅ［牋（牣ｚ，牣ｓ）－牋（牣ｚ，牣ｓ）］
３
＝犤牣ｓ－犤牣ｚ （２６）

犣牋＝Ｅ［牋（牣ｚ，牣ｓ）－牋（牣ｚ，牣ｓ）］
４
＝犣牣ｓ＋犣牣ｚ＋６犲牣ｓ

２
犲牣ｚ

２

（２７）

将式（１８～２１）得到的结果犨┿，犲
２
┿，犤┿和犣┿代入式

（２４～２７），可得到状态函数牋（牣ｚ，牣ｓ）的前４阶矩犨牋，

犲牋
２
，犤牋和犣牋。

 修正后的可靠性灵敏度计算方法

基于摄动法的可靠性灵敏度计算方法，笔者对

其进行了修正，修正后的可靠性灵敏度
［１３］定义为

ｄ爲

ｄ（┒）
Ｔ＝

爲（犝）

犝

犝

犨牋

犨牋

（┒）
Ｔ＋

爲（犝）

犝

犝

犲牋
＋
爲（犝）

犲［ ］牋

犲牋

（┒）
Ｔ （２８）

ｄ爲（犝）

ｄＶａｒ（┒）
＝

爲（犝）

犝

犝

犲牋
＋
爲（犝）

犲［ ］牋

犲牋

Ｖａｒ（┒）
（２９）

其中

爲（犝）

犝
＝犗（－犝｛）１－ ［犝

１

６

犤牋

犲牋
３爣２（－犝）＋

１

２４

犣牋

犲牋
４槏 槕－３爣３（－犝）＋

１

７２

犤牋

犲牋槏 槕３
２

爣５ ］

［

（－犝）－

１

３

犤牋

犲牋
３爣１（－犝）＋

１

８

犣牋

犲牋
４槏 槕－３爣２（－犝）＋

５

７２

犤牋

犲牋槏 槕３
２

爣４（－犝］｝） （３０）
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犝燉牣牋＝１燉犲牋 （３１）

犝燉犲牋＝－犨牋燉犲牋
２

（３２）

爲（犝）

犲牋
＝犗（－犝［）

１

２

犤牋

犲牋
４爣２（－犝）＋

１

６

犣牋

犲牋
５爣３（－犝）＋

１

１２

犤牋
２

犲牋
７爣５（－犝］） （３３）

犲牋

（┒）
爴＝

１

２犲牋
［

２
牋

（┨
Ｔ
）
２
牋

┨
Ｔ＋（


２
牋

（┨
Ｔ
）
２

牋

┨
Ｔ）（┙牕爺牕×牕）］（┙牕Ｖａｒ（┨）） （３４）

犲牋

Ｖａｒ（┨）
＝
１

２犲牋

牋

┨

牋

［ ］┨ （３５）

其中：ｄ（·）燉ｄ┒
Ｔ为（·）对基本随机变量向量┒均

值的灵敏度；ｄ（·）燉ｄＶａｒ（┒）为（·）对基本随机变

量向量┒方差的灵敏度。

将可靠性灵敏度无量纲化后［１２］表示为

犜牏＝
ｄ爲

ｄ爜牏

犲牏


爲
 （３６）

犣牏＝
ｄ爲

ｄＶａｒ（爜牏）

Ｖａｒ（爜牏）


爲
 （３７）

其中：犜牏，犣牏分别为可靠度对随机变量均值和方差的

无量纲化后的灵敏度；爲
 为系统可靠度；犲牏


，

Ｖａｒ（爜牏）
为对应于基本随机变量爜牏的标准差和方差。

 具体算例

 齿轮啮合系统模型

齿轮啮合系统模型如图２所示，其基本参数见

表１。

图２ 两平行轴直齿啮合转子系统（单位：ｍｍ）

表 齿轮的基本参数

参数 主动齿轮 被动齿轮

极惯性矩燉（ｋｇ·ｍ
２
） ００００９ ００００９

质量燉ｋｇ ０８２９ ０８２９

基圆半径燉ｍ ００４６０４ ００４６０４

不平衡量燉（ｋｇ·ｍ） ２８×１０－４ —

齿数 ２８ ２８

 基本随机参数的概率特性

影响齿轮啮合刚度的参数有：模数牔；齿宽牄；变

位系数牨１，牨２；重合度犡犜；啮合角犺ｐ。假设它们服从正

态分布，其均值和方差如表２所示。

表 基本随机变量的均值和标准差

随机变量 均值 标准差

牔燉ｍｍ ３５ ００１７５

牄燉ｍｍ １４ ００７

牨１燉ｍｍ ０ ０１

牨２燉ｍｍ ０ ００５

犡犜 １６３８ ０００８１９

犺Ｐ燉（°） ２０ ０１

 可靠性灵敏度计算

经过无量纲化后，可靠度对基本随机变量均值

的灵敏度为

犜＝［犜牔，犜牄，犜牨１，犜牨２，犜犡犜，犜犺Ｐ］＝［－４１７８８×１０
－５
，

８１×１０
－５
，１３１６５×１０

－５
，－０２２６１×１０

－３
，

－０２４９６×１０
－３
，０１４９９８］ （３８）

可靠度对基本随机变量方差的灵敏度为

犣＝［犣牔，犣牄，犣牨１，犣牨２，犣犡犜，犣犺Ｐ］＝［－３９９００４２×１０
－９
，

－１４９９１２３×１０
－８
，－３９５９９６×１０

－１０
，

－１１６８３３９×１０
－７
，－１４２３１２６×１０

－７
，

－００５１３９８］ （３９）

由式（３８）可知，随机变量的均值对系统可靠性

的影响排序为啮合角犺Ｐ、变位系数牨２和牨１、重合度犡犜、

齿宽牄、模数牔。其中：正号表示随着变量的增加，系

统趋于可靠；负号表示随着变量的增加，系统趋于失

效。由式（３９）可知，当随机变量的方差增加时，系统

趋于失效，影响排序为啮合角犺Ｐ、变位系数牨２和牨１、

重合度犡犜、齿宽牄、模数牔。

 验证

本算例基于ＳＯＲＭ（２阶矩）方法得到的重要度

排序如表３所示。

表 采用方法基本参数对失效概率重要度排序表

排序 变量 重要度

１ 啮合角犺Ｐ ０９９９８１３

２ 变位系数牨２ ００１４９９６

３ 变位系数牨１ ０００９４００

４ 重合度犡犜 ０００７１４５

５ 模数牔 ０００２２４２

６ 齿宽牄 ０００１７８２
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由表３可知，采用２阶矩方法得到的排序和通过

本研究方法得到的排序基本一致。由于２阶矩只能

考虑基本随机变量的前２阶矩，而本研究方法能够

考虑变量的前４阶矩，因此，计算结果略有差异。本

研究方法中，模数的重要度大于齿宽，但是２阶矩方

法的齿宽大于重要度，其他的变量排序相同。

 结 论

１）笔者结合有限元法，推导出包含啮合角犺Ｐ的

齿轮啮合刚度矩阵和阻尼矩阵，结合运动微分方程

得到系统不平衡激励下的动力响应，程序全部使用

参数化语言编写，通用性强。

２）基于修正后的可靠性灵敏度计算方法，更加

适用求解工程中的非线性较强的系统，得到了对系

统动力可靠性影响较大的参数，并对它们进行了排

序，由大到小分别为啮合角犺Ｐ，变位系数牨２和牨１、重

合度犡犜、齿宽牄和模数牔，在工程实际中，若要降低振

动，增加可靠性，需要对这些参数加以严格控制。

３）和２阶矩方法进行了对比，对系统可靠性影

响最大的为啮合角，所以此参数在进行动力学分析

中需要严格控制。
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