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摘要 为了在实际控制中获得更好的控制效果，以整数阶模型为研究对象，在控制器设计时人为地引入分数阶，通

过定义控制性能指标和寻优来确定最优控制的分数阶阶次。为了建立分数阶系统和原整数阶系统之间的联系，取

含分数阶状态方程和原整数阶系统状态方程一致的输出变量，并采用输出控制策略使得所设计的分数阶控制器能

够应用于原整数阶模型。仿真结果表明，分数阶阶次的选择不仅影响系统控制的效果，还影响系统的稳定性，并给

出了一个实例分析来说明本研究方法的可行性。
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引 言

近年来，由于许多物理对象具有分数阶特性，如

黏弹性材料、阻尼、机械摩擦和冲击等
［１３］
，分数阶微

积分研究逐渐增加。Ｂａｇｌｅｙ等
［４］将含分数阶阻尼模

型引入振动方程；王在华等
［５］从稳定性角度严格证

明了介于０和２之间的任意分数阶导数项都可以起

到阻尼作用；Ｔａｎｇｐｏｎｇ等
［６］提出了分数阶最优控制

方法。研究表明，分数阶控制方法具有比传统整数阶

控制方法更好的控制效果。

目前，分数阶模型控制方法多基于滤波器近似

为整数阶的控制策略。笔者针对整数阶模型，人为地

改为分数阶模型，再采用分数阶模型设计控制器以

改善控制效果。为了把基于分数阶模型设计的控制

器应用于整数阶模型，笔者提出了基于系统输出的

控制策略，从仿真结果来看，可以大大改善整数阶模

型的控制效果。此外，还对分数阶阶次选择与控制系

统稳定性进行了研究。

 整数阶系统的最优控制

含比例阻尼的建筑结构运动方程为

┝┨

＋ ┓牅┨


＋ ┛┨＝ ┒牞┥＋ ┕牞┖ （１）

其中：┨∈┢
牕×１为位移向量；┝，┓牅和┛分别为质量、

阻尼和刚度矩阵，均为牕×牕维矩阵；┒牞∈┢
牕×牘为作动

器定位矩阵；┥∈┢
牘×１为作动器控制力向量；牘为作

动器数；┕牞∈┢
牕×牚为外部激励定位矩阵；┖∈┢

牚×１为

外部激励向量；牚为外部激励数。

将式（１）写成如下状态方程
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烆┩＝ ┓┪
（２）

其 中：┑＝
牕×牕 ┙牕×牕

－┝
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┛ －┝

－１
┓［ ］牅 ；┒＝

牕×牘

┝
－１
┒［ ］牞 ；

┕＝
牕×１

－┙［ ］牕×１

；┓为观测输出矩阵。

定义性能指标为

爥＝
１

２∫
∞

０
（┪

Ｔ
┡┪＋ ┥

Ｔ
┢┥）ｄ牠 （３）

其中：┡，┢分别为牜维、牘维权矩阵。

通过极小化性能指标，可得控制力为

┥＝－ ┗┪ （４）

其中：┗为控制增益矩阵，┗＝┢
－１
┒
Ｔ
┠。

矩阵┠为下列Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

－ ┑
Ｔ
┠－ ┠┑＋ ┠┒┢

－１
┒
Ｔ
┠－ ┓

Ｔ
┡┓＝ ０ （５）

 基于分数阶的控制器设计

将式（１）变为

┝┨

＋ ┓┨

（犜）
＋ ┛┨

（犝）
＝ ┒牞┥＋ ┕牞┖ （６）

其中：犜，犝为待定的分数阶阶次。
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令 ┨＝犎┨牜，代入式（６）可得

┝牜┨

牜＋ ┓牜┨

（犜）
牜 ＋ ┛牜┨

（犝）
牜 ＝ ┒牜┥＋ ┕牜┖ （７）

其中：┝牜＝犎
Ｔ
牜┝犎牜；┓牜＝犎

Ｔ
牜┓犎牜；┛牜＝犎

Ｔ
牜┛犎牜；┒牜＝

犎
Ｔ
牜┒牞；┕牜＝犎

Ｔ
牜┕牞。

式（７）中包含牕个单自由度系统，为

牔牜牏牨牜牏＋ 牅牜牏牨牜牏
（犜）
＋ 牑牜牏牨牜牏

（犝）
＝ 牤牜牏（牠） （８）

其中：牔牜牏＝爩牜（牏，牏）；牅牜牏＝爞牜（牏，牏）；牑牜牏＝爦牜（牏，牏）；牤牜牏＝

爜牜牏爺＋爠牜牏爡；爜牜牏为┒牜的第牏行元素；爠牜牏为┕牜的第牏行

元素，牏＝１，２，…，牕。

对式（８）进行Ｌａｐｌａｃｅ变换，得

爢牏（牞）＝ （牔牜牏牞
２
＋ 牅牜牏牞

犜
＋ 牑牜牏牞

犝
）
－１

（９）

对 牞
（犜）
，牞
（犝）进行整数阶近似［９］

，拟合频率段为

［犽牓，犽牎］，可构造如下传递函数

爢牊（牞）＝ ┛牊∏
爫

牐＝－爫

牞＋ 犽牐

牞＋ 犽牐
（１０）

其中：爦牊，犽牐，犽牐的表达式见文献［７］；爫 为所选

整数。

用式（１０）的爢牊（牞）代替式（９）中的牞
（犜）
，牞
（犝）
，则传

递函数爢牏（牞）可表示为

爢牏（牞）＝
牞
牔牏＋ 牃１牞

牔牏－１＋ … ＋ 牃牔牏－１牞＋ 牃牔牏

牞
牕牏＋ 牄１牞

牕牏－１＋ … ＋ 牄牕牏－１牞＋ 牄牕牏

（牏＝ １，２，…，牕） （１１）

其中：牔牏，牕牏均为正整数，且牔牏＜牕牏。

将式（１１）转化为状态方程

╄牏＝ ┑

牏╄牏＋ ┒


牏╀牏

╂牜牏＝ ┓牜牏╄
烅
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烆 牏
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其中：╄牏∈┢
牕牏×１；┑


牏∈┢

牕牏×牕牏；┒

牏∈┢

牕牏×１；┓牜牏∈┢
１×牕牏；均

为转换过程中产生的矩阵。

将牤牜牏＝爜牜牏┥＋爠牜牏┖代入上式，可得

╄牏＝ ┑

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╂牜牏＝ ┓牏╄
烅
烄

烆 牏

（牏＝ １，２，…，牕）

（１３）

其中：┒牏＝┒

牏爜牜牏；┕牏＝┒


牏爠牜牏。

将式（１３）写成矩阵形式
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
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┨牜
烅
烄

烆 ＝ ┓┪
（１４）

其 中： ┪ ＝ 牫１ 牫２ … 牫［ ］牕
Ｔ
； ┒ ＝

爜１ 爜２ … 爜［ ］牕
Ｔ
；┕＝ 爠１ 爠２ … 爠［ ］牕

Ｔ
；┨牜＝

牨牜１ 牨牜２ … 牨［ ］牜牕
Ｔ
；┑＝ｄｉａｇ爛


１ 爛

２ … 爛


［ ］牕 ；

┓＝ｄｉａｇ┓１ ┓２ … ┓［ ］牕 。

设观测输出为┩＝┘

┨牜，考虑到┨＝犎┨牜，则┩＝

┘┨牜，爣＝爣

犎。代入式（１４）可得

┪

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烅
烄

烆┩＝ ┘┪
（１５）

其中：┘＝┘┓。

笔者采用基于系统输出的控制策略，选择控制

输出矩阵使得┩＝┩。定义性能指标为

爥＝
１

２∫
∞

０
（┩

Ｔ
┡┩＋ ┥

Ｔ
┢┥）ｄ牠 （１６）

通过极小化性能指标可得控制力为

┥＝－ ┢
－１
┒
Ｔ
┠┘

－１
┩ （１７）

其中：控制增益┗＝┢
－１
┒
Ｔ
┠┘

－１
。

则

┥＝－ ┗┩ （１８）

矩阵┠为下列Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

－ ┑
Ｔ
┠－ ┠┑＋ ┠┒┢

－１
┒
Ｔ
┠－ ┘

Ｔ
┡

┘＝ ０

（１９）

假设每个作动器最大控制力为牣ｍａｘ，则

┥＝

牣１

牣２



牣

熿

燀

燄

燅牘

牣牏＝
牣牏 （牣牏＜ 牣ｍａｘ，牏＝ １，２，…，牘）

牣ｍａｘ （牣牏≥ 牣ｍａｘ
烅
烄

烆 ，牏＝ １，２，…，牘）

结合上式，将式（１８）代入式（４），则整体状态方

程可化为

┪

＝ ┑┪＋ ┕┖

烅
烄

烆┩＝ ┓┪
（２０）

其中：┑＝┑－┒┗┓。

 最优阶次

定义建筑结构控制性能指标爥

爥＝ （犞１‖牨‖２燉燏牨燏ｍａｘ＋ 犞２‖牊‖２燉燏牊燏ｍａｘ）
－１

（２１）

其中：牨为各个自由度结构经控制后的位移；牊为各

作动器的作用力；犞１，犞２为权系数。

控制系统最优控制阶次根据系统稳定性、最大

位移分布稳定性和控制性能指标逐次限定。当犜＝１，

犝＝０时控制系统等同于传统整数阶方法控制整数

阶模型。

 仿真分析

笔者以５层剪切型框架结构作为研究对象（见

图１），在楼层１，２布置作动器。选择ＥｌＣｅｎｔｒｏ波作

为水平方向激励，结构阻尼比为００２。各楼层的质量

均为３．２×１０
５
ｋｇ，刚度为４３ＭＮ燉ｍ。考虑到建筑结

构的特点，选择拟合频率段为（０００１，１００）ｒａｄ燉ｓ，
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图１ ５层框架结构

爫＝２。在控制器的设计中，权矩阵选择如下：┡为２１

维对角矩阵，其对角线上的元素均为 １×１０
７
；┢为

２×２阶对角矩阵，其对角线上的元素均为１３。结合

实际限定作动器最大输出为１０００ｋＮ。

首先考虑控制效果的稳定性，分别限定犜，改变

犝；限定犝，改变犜，得到与牨ｍａｘ的关系，如图２，３所示。

结合控制稳定性，初步选取犜，犝的范围，对控制性能

指标的影响如图４所示。排除边界不稳定区域，从

图４中可以得到最优控制区域。

图２ 控制后最大位移随分数阶阶次犜的变化曲线

图３ 控制后最大位移随分数阶阶次犝的变化曲线

图４ 控制效果指标随分数阶次数的变化曲线

以楼层４为例，控制效果见图５（图中虚、实线分

别为未控制时和当犜＝０８４０，犝＝００３３分数阶控制

后的位移响应），第２作动器控制力时程曲线见图６。

控制效果指标爥＝９３８５６，当犜＝１，犝＝０时等同于

传统整数阶控制模型控制效果指标爥＝７３９９６，由

此可以看出，笔者所设计的控制器比传统整数阶控

制具有更好的控制效果。

图５ 第４楼层位移响应控制效果图

图６ 第２作动器的控制力时程曲线

 结束语

笔者从大量案例及图２，３中观察发现：犜的变化

对最大位移的影响较为平稳，对控制效果影响较小；

而犝的改变对控制效果影响较大，所以取值范围不

宜过大。从实例中可以看出，含分数阶的控制方法具

有更好的控制效果。由于实际系统的自由度多，维数

较高，不利于控制的实现，可以采用模态降阶法。首

先，对系统进行降价，同时采用Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ算法对分

数阶方程进行拟合，虽然效果较好，但所设计的控制

器阶数偏高，也可以对其进行降阶处理，再进行控制

器设计；其次，实际测量响应多为加速度响应，因此

可以采用加速度等输出来进行控制器的设计。通过

对更多实例进行仿真分析，结果表明本研究提出的

控制方法是有效的，控制效果比较好。
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