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摘要 考虑轧制界面的非线性阻尼和辊系机架间的非线性刚度影响，建立冷板带轧机两自由度垂向系统非线性

自激振动模型。利用奇异值理论讨论不同参数条件下系统的稳定性，并通过平均法求解垂向振动系统一次近似解，

得到系统的振幅、相位微分特性方程。分析了刚度、阻尼等非线性参数变化对系统稳定性及振动特性的影响，并采

用数值仿真方法验证了理论推导结果的正确性，为抑制冷轧机垂向辊系系统振动提供了一定的理论指导。
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引 言

随着我国钢铁工业的持续高速发展，２０１１年的

粗钢产量已占全球总产量的近５０％。但是，我国的钢

材产品质量只有约３０％可以达到国际先进水平，其

中钢材的表面质量、厚度偏差、板形指标均与国外先

进钢铁企业存在较大差距。究其原因发现，高速轧制

过程中频繁出现的轧机振动现象，特别是三倍频垂

直振动［１２］已成为制约钢铁工业产品质量的重要因

素之一。轧机三倍频垂直振动的频率为系统的第２

阶固有频率，它常突然发生，并会在很短时间内达到

最大幅值，从而造成带钢表面厚度波动，降低轧辊的

使用寿命，威胁设备的安全生产
［３４］
。轧机作为一个

多变量、旋转运动体系统，其运行过程中普遍存在振

动［５］
，只是在工艺、设备和控制系统配合良好的情况

下，这种振动现象没有得到明确的体现。实际上，一

旦轧机运行状态超出对产品的精度要求或设备的承

受能力，轧机振动现象便会显现出来。目前，现场操

作人员抑制垂振的最简单、也是相对有效的措施便

是降低轧制速度，这虽然能够保证设备的暂时正常

运行，却降低了轧机系统的生产效率。建立适用于工

业现场的数学模型，并对垂向振动特性进行合理、有

效的分析，为抑制振动提供方法和指导，是提高产品

表面质量和企业生产效率的关键。

近些年来，国内外的科研人员对轧机垂向振动

系统的建模和分析进行了许多有益的探索。Ｙｏｕｎｅｓ

等［６］将轧件等效为具有线性刚度的弹性零件，基于

线性振动理论建立轧机机座的线性垂振模型。

Ｎｉｚｉｏｌ等
［７］建立了轧机的二自由度垂振模型，分析

轧件的咬入速度对轧机辊系振动的影响规律，得到

不同轧制速度下辊系振动的稳态域。此外，在辊缝润

滑状态变化导致的连轧机振动特性分析［８］
、轧制过

程模型的非线性简化［９］
、液压辊系耦合模型的建模

及其振动机理［１０］以及轧机垂扭耦合振动特性分析

方面［１１］
，也涌现出一些不错的成果。但是，由于高速

轧制过程中，轧机系统刚度、阻尼的非线性是客观存

在的，以上垂振模型无法解释这类较为复杂的振动

形式，如系统内部参数激励导致的振动现象；因此，

不可将轧机垂向系统作为一个简单的线性系统来

研究。

笔者针对冷板带四辊连轧机系统的某一机架进

行了研究。首先，建立考虑轧制界面的非线性阻尼和

辊系机架间的非线性刚度影响下的两自由度垂向

辊系系统自激振动模型；然后，通过奇异值理论推导

线性系统的稳定性判据，利用平均法这一定量分析

手段求解系统的振幅相位微分特性方程，分析阻

尼、刚度等参数变化对系统动态特性的影响；最后，

采用大量对比数值仿真实验，验证了理论分析的正

确性。
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 冷轧机垂向辊系系统非线性自激振

动模型

为了便于分析，将轧机按上、下辊系简化成两自

由度垂直振动系统［１２］
。考虑轧制界面的非线性阻尼

和辊系与机架间的非线性刚度，同时为了方便进行

计算，在模型中将轧件等效成具有线性刚度的弹性

零件，并忽略轧制过程中的外部激励，则轧机两自由

度非线性垂直振动模型如图１所示。其中：牔１为上

工作辊和支承辊的等效总质量；牔２为下工作辊和支

承辊的等效总质量；牅１，牅２分别为辊系和机架间的整

体阻尼均值；牑０为稳态轧制时系统刚度均值。考虑

到轧机系统的非线性阻尼和刚度特性，将Ｖａｎｄｅｒｐｏｌ

振子牅０＋牅′０（牪１－牪２）
２定义为轧机系统在轧制过程

中由于润滑的影响导致的工作辊之间的非线性阻尼

项，将Ｄｕｆｆｉｎｇ振子牑＋牑′（牪）
２定义成辊系和机架间

的非线性刚度项，此两自由度非线性振动方程可表

示为

牔１牪１＋ （牅０＋ 牅′０（牪１－ 牪２）
２
）（牪１－ 牪２）＋ 牅１牪１＋

（牑１＋ 牑′１牪
２
１）牪１＋ 牑０（牪１－ 牪２）＝ ０

牔２牪２－ （牅０＋ 牅′０（牪１－ 牪２）
２
）（牪１－ 牪２）＋ 牅２牪２＋

（牑２＋ 牑′２牪
２
２）牪２－ 牑０（牪１－ 牪２

烅

烄

烆 ）＝ ０

（１）

图１ 轧机两自由度非线性垂直振动模型

轧机垂向振动中出现较多的是对称振动形式，

所以主要讨论该种形式垂直振动。由于轧机辊系上、

下结构间具有基本对称性，因此可令牔１＝牔２，牪１＝

－牪２，式（１）可化简化为

牔１牪１＋ ［２牅０＋ 牅１＋ ２牅′０（２牪１）
２
］牪１＋

（牑１＋ 牑′１牪
２
１）牪１＋ ２牑０牪１＝ ０ （２）

将式（２）无量纲化，可令牥牗＝ 牑１燉牔槡 １，犳＝牥０牠，

牪０＝牔１牋燉牑１，牪＝牪１燉牪０，则两自由度非线性振动微分

方程可简化为

牪＋ 牥
２
牪＋ （犜＋ 犝牪

２
）牪＋ 犞牪

３
＝ ０ （３）

其 中：牥
２
＝
２牑０＋牑１

牔１牥
２
０

；犜＝
２牅０＋牅１

牔１牥０
；犝＝

８牅０′牪
２
０

牔１牥０
；犞＝

牑１′牪
２
０

牔１牥
２
０

。

式（３）中牪的导数是对时间犳的求导，为了使用

习惯的表达方式，仍用牠代换犳。

 冷轧机垂向系统稳定性分析

 基于奇异值理论的线性系统稳定性

根据式（３），做代换牪＝牫，则

牪＝ 牫＝ 爮（牪，牫）

牫＝－ 牥
２
牪－ （犜＋ 犝牪

２
）牪－ 犞牪

３
烅
烄

烆 ＝ 爯（牪，牫）

（４）

有

牃１１＝ 爮燉牪＝ ０

牃１２＝ 爮燉牫＝ １

牃２１＝ 爯燉牪＝－ ２犝牪牫－ ３犞牪
２
－ 牥

２

牃２２＝ 爯燉牫＝－ 犜－ 犝牪

烅

烄

烆 ２

（５）

可得出系统的雅克比矩阵为

┚＝
牃１１ 牃１２

牃２１ 牃［ ］
２２

＝

０ １

－ ２犝牪牫－ ３犞牪
２
－ 牥

２
－ 犜－ 犝牪［ ］２ （６）

由式（４）可知，当犞＜０时，系统的平衡点为（０，

０）， －
牥
２

槡 犞

烄

烆

烌

烎
，０，－ －

牥
２

槡 犞

烄

烆

烌

烎
，０；

当 犞≥０时，系统

的平衡点为（０，０）。

当 犞＜ ０时，系 统 存 在 平 衡 点 （０，０），

－
牥
２

槡 犞

烄

烆

烌

烎
，０，－ －

牥
２

槡 犞

烄

烆

烌

烎
，０，

其雅克比矩阵分别为

┚１＝
０ １

－ 牥
２［ ］－ 犜

┚２，３＝

０ １

２牥
２
－ 犜＋

犝牥
２

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆 犞

（７）

由┚１得到的特征值情况与上述相同，由┚２，３得

出的特征方程为

爟（犧）＝ 犧
２
－ － 犜＋

犝牥
２

槏 槕犞 犧－ ２牥
２

（８）
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可解得

犧１，２＝

－ 犜＋
犝牥

２

犞
± － 犜＋

犝牥
２

槏 槕犞
２

＋ ８牥槡
２

２

（９）

由上面得到的特征根可以看出，犧１，２始终是两个

异号实根，这种情况下对应的平衡点 －
牥
２

槡 犞

烄

烆

烌

烎
，０，

－ －
牥
２

槡 犞

烄

烆

烌

烎
，０
被称为“鞍点”，而鞍点在此条件下是

不稳定的。

当犞≥０时，系统只存在平衡点（０，０），代入雅克

比矩阵，得到

┚＝
０ １

－ 牥
２［ ］－ 犜

（１０）

其特征方程为

ｄｅｔ［爟－ 犧爤］＝
－ 犧 １

－ 牥
２［ ］－ 犜－ 犧

＝ ０（１１）

即为

爟（犧）＝ 犧
２
＋ 犜犧＋ 牥

２
＝ ０ （１２）

其特征根为

犧１，２＝
－ 犜± 犜

２
－ ４牥槡 ２

２
（１３）

令牥＞０，分析可得如下结论：

１）当犜＞２牥时，平衡点为稳定节点，系统渐近

稳定；

２）当犜＝２牥时，平衡点为稳定边界节点，系统

渐近稳定；

３）当时，平衡点为稳定焦点，系统渐进稳定；

４）当２牥＜犜＜０时，平衡点为不稳定焦点，系统

不稳定；

５）当犜＝－２牥时，平衡点为不稳定边界节点，

系统不稳定；

６）当犜＜－２牥时，平衡点为不稳定节点，系统

不稳定；

７）当犜＝０时，平衡点（０，０）首次近似方程的中

心，所以首次近似方程已经不能反映系统的运动状

况；因此，基于奇异值理论的系统稳定性判据无法满

足系统稳定性方面的分析。

 非线性系统振动响应求解

对式（３）所示系统进行分析，设其一次近似解的

形式为

牪（牠）＝ 牄（牠）ｃｏｓ犼（牠） （犼＝ 牥牠＋ 犺） （１４）

则

牪（牠）＝－ 牄（牠）牥ｓｉｎ犼（牠） （１５）

如式（３）写成牪＋牥
２
牪＝犡牊（牪，牪）的形式，则可以

认为非线性函数的形式为

犡牊（牪，牪）＝－ （犜＋ 犝牪
２
）牪－ 犞牪

３
（１６）

应用平均法，可得到系统振动振幅和相位的微

分方程为

牄

＝－

犡

２π牥∫
２π

０
牊（牄ｃｏｓ犼，－ 牄牥ｓｉｎ犼）ｓｉｎ犼ｄ犼 （１７）

犺

＝－

犡

２π牥牄∫
２π

０
牊（牄ｃｏｓ犼，－ 牄牥ｓｉｎ犼）ｃｏｓ犼ｄ犼（１８）

将式（１１，１２，１３）代入式（１４，１５），可分别得到

牄

＝－

犜

２
牄－

犝

８
牄
３

（１９）

犺

＝ ３犞牄

２
燉８牥 （２０）

由式（１９），（２０）可以得出如下结论：在犞≥０的

情况下，当 犜＝０，犝＞０时，系统是稳定的；当 犜＝０，

犝＜０时，系统是不稳定的；当犜＝０，犝＝０时，系统做

等幅振荡，为临界稳定状态。

对式（１９），（２０）分别积分，并令 牄（牠）燏牠＝０＝牄０，

犼（牠）燏牠＝０＝犺０，得到一次近似解为

牄＝
犜牄
２
０ｅ

－犜牠

犜＋
犝

４
牄
２
０－

犝

４
牄
２
０ｅ槡

－犜牠

（２１）

犺＝
３犞

２犝牥
牓牕 １－

犝牄
２
０

４犜＋ 犝牄
２
０

ｅ槏 槕
－犜牠
－

３犞

２犝牥
牓牕

４犜

４犜＋ 犝牄槏 槕２０ ＋ 犗０ （２２）

所以一次近似解为

牪＝
犜牄
２
０ｅ
－犜牠

犜＋
犝

４
牄
２
０－

犝

４
牄
２
０ｅ槡
－犜牠

ｃｏｓ（牥牠＋ 犺）（２３）

由式（２３）可知，当犜＞０时，系统振幅随着时间

的增大而趋于０，系统是稳定的；当犜＜０时，系统自

激振动中的振幅随时间的增大而增大，最终趋于一

个稳定值，形成一个稳定的极限环，该状态下的系统

振幅为

牄∞ ＝ ｌｉｍ
牠→∞

槡牄（牠）＝ － ４犜燉犝 （２４）

 数值仿真

为验证二自由度非线性垂向辊系系统模型的有

效性，进行非线性稳定性分析，采用数值仿真的方法

绘制系统的动态响应图和相图。根据某厂冷轧机实

际物理参数值，对参数犞≥０（正刚度扰动）条件下的

系统振动特性进行讨论分析。取非线性参数近似值
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犞＝０１，牥＝２，分别取不同的犜，犝值，验证上述分析

结果，如图２所示。

图２ γ≥０时二自由度非线性垂直系统动态

响应图和相平面图

对图２所示的系统动态响应图和相平面图进行

分析后可得以下结论。

１）由图２（ａ），（ｂ）可知，当犝恒正且保持不变，

即辊缝中非线性阻尼大小不变时，犜的减小会降低

系统的抗干扰性能，但此时的犜仍大于０，因此系统

随时间的增加逐渐向平衡点收敛。

２）由图２（ｃ），（ｄ）可知，当犝恒正且保持不变，即

辊缝中非线性阻尼大小不变，犜＜０时，在辊缝辊系

机架间产生负阻尼效应，系统随时间的增加逐渐发

散直至产生极限环，并可能引起系统的振荡失稳。

３）由图２（ｅ），（ｆ），（ｇ）可知，当犜＝０时系统的稳

定性由参数犝决定，即由辊缝变形区内润滑摩擦导

致的非线性阻尼项决定，当犝＞０时系统稳定，犝＜０

时系统不稳定，犝＝０时系统临界稳定。

由图２还可看出，犜＝５时对应的奇点为稳定节

点，犜＝－５对应的奇点为不稳定节点；犜＝０５时对

应的奇点为稳定焦点，而犜＝－０５对应的奇点为不

稳定焦点。图２中的数值仿真结论均与上述理论分

析所得结论相一致。

 结束语

笔者建立了冷板带轧机含非线性刚度、阻尼因

素的二自由度垂向辊系系统自激振动模型。基于奇

异值理论定性分析了系统的稳定性，并利用平均法

求解系统垂向振动方程的一次近似解，推导出系统

的幅值、相位微分特性方程。进行了数值仿真，讨论

不同非线性参数变化对系统稳定性的影响。仿真结

果证明了非线性模型与稳定性理论分析的正确性，

为在工程中解决轧机垂向辊系振动问题提供了理论

依据。
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