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摘要　运用行波法求解智能Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的强迫振动响应。基于梁的振动行波法分析理论，介绍周期力和周期

力矩激励下激励点处波的传播关系，推导在逆压电效应下，智能 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁上某一点的响应函数，并以智能

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ悬臂梁为例，得到梁不同位置的拾振点处的幅频和相频特性及不同受力状况下的智能梁的幅频特性，

还得到了受迫振动的时域响应信号波形，最后将求解结果与有限元法求解结果做对比分析。分析结果表明，行波

法分析可用于精确计算智能梁的强迫振动响应。
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引　言

近年来，柔性结构的振动控制已成为人们研究

的热点，由于压电材料具有良好的机电耦合性能，具

有正、逆压电效应、反应快、制动力较大的优点，广泛

用于智能结构中。压电智能悬臂梁结构简单，在航

天结构中经常被采用，太阳能帆板、大型空间可展开

反射器以及大型天线结构。太空环境没有空气，并

且柔性结构本身阻尼很小，当受到干扰激励时，例如

太阳风、变轨、调姿和对接中机构产生的振动，将影

响结构的正常工作，甚至降低结构的使用寿命［１］。

因此，研究智能Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的振动响应特性，是

对其进行振动控制的基础。

目前，对结构作振动分析的方法主要为振动模

态法、有限元法和行波法。其中振动模态分析法忽

视了扰动传播速度的影响，在对复杂结构的动力分

析中误差偏大；有限元法的计算结果在很大程度上

依赖于单元类型、单元尺寸和求解方法，且计算量庞

大［２］。结构振动的行波分析法的研究最早始于

ｖｏｎＦｌｏｔｏｗ
［３］以梁作为基本单元，对柔性航天结构

振动的波动角度研究。Ｍａｃｅ
［４］给出了 ＥｕｌｅｒＢｅｒ

ｎｏｕｌｉ梁模型中的波传递关系。ＭｅｉＣ
［５］在此基础

上，较全面地分析了振动波在 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁中反

射、透射和传播特性，及外界激励与射入波的矩阵关

系，利用导波单元特性和各导波单元组装波动回路，

行波法可以分析各种条件和边界下的振动响应特

性；由于节点建模的独立性和波动回路方程的简洁

性，为由Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁组成的复杂结构的振动分

析提供了一个精确和系统的方法。

笔者基于行波法分析智能Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的振

动特性理论［６］，介绍 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁在外力和外力

矩激励下波的传播模型，并建立智能 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ

悬臂梁模型，结合压电片的压电效应，推导智能梁上

任一点处的频率响应，运用 Ｍａｔｌａｂ进行数值仿真，

得到智能梁上任一点的响应曲线及受迫振动的时域

响应，并将求解结果与有限元法求解进行对比分析。

１　受轴向压力犜犻犿狅狊犺犲狀犽狅梁的自由

振动方程

　　考虑到轴向受力的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的振动方

程［７］为

犌犃κ
ψ（狓，狋）

狓
－

２狔（狓，狋）

狓［ ］２ ＋犉

２狔

狓
２＋　　

ρ犃

２狔

狋
２ ＝狇（狓，狋） （１ａ）

犈犐

２

ψ（狓，狋）

狓
２ ＋犌犃κ

狔（狓，狋）

狓
－ψ（狓，狋［ ］）－

 国家自然科学基金资助项目（９０７１６０２７）

收稿日期：２０１１０４０６；修改稿收到日期：２０１２０５０４



ρ犐

２

ψ（狓，狋）

狋
２ ＝０ （１ｂ）

其中：狓为沿梁长度方向的位置坐标；狋为时间；狔

（狓，狋）为梁中性线的挠度；狇（狓，狋）为横向均匀分布的

外力；犈，犌和ρ分别为弹性模量、剪切模量和密度；犐

为横截面相对中性轴的惯性矩；犃为横截面积；κ为

剪切系数；ψ（狓，狋）为由弯曲造成的截面转角，则狔

（狓，狋）／狓－ψ（狓，狋）即是中性轴上由剪切变形造成的

斜度；犉为轴向力，且假设压力为正。式（１ａ）和式

（１ｂ）为梁结构中弯曲斜度和横向位移相互耦合的

振动方程。

假设时间变量为简谐函数，应用分离变量法，式

（１）的解可以分别写成狔（狓，狋）＝狔０ｅ
－ｉ犽


狓ｅｉω狋和ψ（狓，

狋）＝ψ０ｅ
－ｉ犽


狓ｅｉω狋形式。其中：ω为圆频率，犽为波数，

ｉ为虚数单位且以下相同，狔０ 为挠度幅值，ψ０ 为截面

转角幅值。将上面两式分别代入式（１ａ）和式（１ｂ），

求解得到一组波数，并且这些波数由圆频率ω和结

构本身特性决定，其根为

犽１ ＝±
－犫０＋ 犫２０－４犪０犮槡 ０

２犪槡 ０
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烅
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（２）

其中

犪０＝犈犐（犌犃κ－犉）；

犫０＝－（犈犐ρ犃ω
２
＋（犌犃κ－ρ犐ω
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２）。

　　波在梁中的传播分为正负两个方向，并用大括

号外的±表示，对于受轴向力的Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的

振动存在一个波动模态的临界频率ω犮＝
犌犃κ

ρ槡犐
，它

与不受轴向力的Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的弹性弯曲振动得

到的临界频率值相等。

不考虑时间独立分量ｅｉω狋，式（１）的解可表示为
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其中：犪＋１ 和犪
－
１ 分别为正、负方向的位移行波的波

幅。在ω＜ω犮（多数情况）时，犪
＋
２ 和犪

－
２ 代表正、负两

个方向的衰减波的波幅；在ω＞ω犮时，则代表正负两

个方向的行波。犪＋１ ，犪
＋
２ 和犪

－
１ ，犪

－
２ 分别代表正负方

向转角行波和衰减波的波幅。

　　将式（３）代入式（１）可得到位移幅值犪
＋
１ 和转角

幅值犪＋１ 之间的相互关系为
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　　同理，可得到狔（狓）和ψ（狓）各系数之间的关系
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其中
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２　外力和外力矩激励下波的传播模型

均质梁段在外力和外力矩激励下波的传播模型

如图１所示，在梁上狓＝０处作用有周期力犙和周期

力矩犕，一组横向行波从狓＝０左端入射。犪＋，犫－和

犪－，犫＋分别为激励点左右两侧的入射波和反射波。

图１　外力和外力矩激励下波的传播模型

由于剪力和弯矩发生突变，从而导致激励点两

端的波幅向量也发生突变。由激励点处的连续条件

和力平衡条件［８］可以得到如下关系式
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其中
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ψ＋＝－ｉ犘犫
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－
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犽
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　　将式（８）和式（９）代入式（７），得到

γ１犫
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＝０ （１０ａ）
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其中
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燄
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犙
犌犃κ

犕
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燀

燄
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（１１）

　　由式（４）可以得到

犫＋－犪
＋
＝犵１＝（β１－β２γ２

－１
γ１）

－１

β３

犪－－犫
－
＝犵２＝γ２

－１
γ１（β１－β２γ２

－１
γ１）

－１

β
烅
烄

烆 ３

（１２）

　　以上各式中，狔－，ψ－和狔＋，ψ＋分别为激励点

左和右两侧的梁中性线的挠度和由弯曲造成的截面

转角。犪＋１ ，犪
＋
２ 和犫

＋
１ ，犫

＋
２ 分别表示正向波犪

＋和犫＋的

行波和衰减波的波幅系数，犪－１ ，犪
－
２ 和犫

－
１ ，犫

－
２ 分别表

示负向波犪－和犫－的行波和衰减波的波幅系数。犙

和犕分别为作用于狓＝０处的周期激励力和周期激

励力矩。

３　压电智能梁的强迫振动响应函数

建立智能悬臂梁犙犛的强迫振动模型，由于压

电元件均匀对称地分布在基体梁上，压电元件横截

面为大小相同的矩形，材料均为各向同性，压电材料

和基体梁内部的应力和应变均匀分布。因此，根据

弹性模量的混合定律计算压电梁段的纵向等效弹性

模量［９］。

压电陶瓷片具有逆压电效应，即在外电场作用

下压电体会产生形变，因此它可作为压电致动器，产

生致动力和致动力矩。当压电片对称分布于中性面

时，对其施加方向相反的驱动电压，上下压电片产生

的轴向致动力等大反向，相互抵消，此时压电片产生

的致动力矩用于激励结构振动。如图２所示，压电

片为根部粘贴，粘贴压电片段为犙犝，激励点在犣

点，由于点犣在压电片上，设犙犣段和犣犝 段长度分

别为犔１１和犔１２，犙犝段长度为犔１，犝犛 段长度为犔２，

悬臂梁总长度为犔。

图２　智能悬臂梁的强迫振动模型

图２中各波幅系数之间的关系为

狇
＋＝狉犙狇

－，狊－＝狉犛狊
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＋
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＋
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＋＝犳（犔２）狌
＋
３

狌－３ ＝犳（犔２）狊
－，狕－２ ＝犳（犔１２）狌

－
２ ，狇

－＝犳（犔１１）狕
－
１

狌＋３ ＝狋１２狌
＋
２ ＋狉２２狌

－
３ ，狌

－
２ ＝狋２１狌

－
３ ＋狉１１狌

＋

烅

烄

烆 ２

（１３）

其中：狉犙，狉犛 分别为犙，犛两处的反射矩阵；狉１１，狋１２，

狉２２和狋２１分别为变截面犝 处左右两端的反射矩阵和

透射矩阵；犳（犔１１），犳（犔１２）和犳（犔２）分别表示犙犣

段，犣犝段和犝犛段波的传播矩阵。

由式（１３）递推得到犣点各波幅系数之间的关

系为

狕＋１ ＝ρ１狕
－
１，狕

－
２ ＝ρ２狕

＋
２ （１４）

其中

ρ１＝犳（犔１１）狉犙犳（犔１１）

ρ２＝犳（犔１２）狉１１犳（犔１２）＋犳（犔１２）狋２１犳（犔２）狉犛犳（犔２）·

（犐－狉犛犳（犔２）狉２２犳（犔２））
－１狉犛犳（犔２）狋１２犳（犔１２）

犐为二阶单位矩阵。

由式（１２）知

狕２
＋－狕１

＋＝犵１＝（β１－β２γ２
－１
γ１）

－１

β３

狕１
－－狕２
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γ１（β１－β２γ２
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－１

β
烅
烄

烆 ３

（１５）

　　由式（１４），（１５）联立可求得狕
＋
１ 和狕

－
１ ，狕

＋
２ 和狕

－
２ ，

狌＋３ 和狌
－
３ ，分别为

狕＋１ ＝ρ１（ρ
－１
２ －ρ１）

－１（犵１＋ρ
－１
２ 犵２），狕

－
１ ＝ρ１

－１狕＋１

狕２
＋＝狕１

＋＋犵１，狕
－
２ ＝ρ２狕

＋
２

狌＋３ ＝（犐－狉２２犳（犔２）狉犛犳（犔２））
－１狋１２犳（犔１２）狕

＋
２

狌－３ ＝犳（犔２）狉犛犳（犔２）狌
＋

烅

烄

烆 ３

（１６）

　　事实上，也可将式（１３）和式（１５）联立写成矩阵

形式
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－犐 狉犙 ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

犳（犔１１） ０ －犐 ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ －犐 ０ 犳（犔１１） ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ 犳（犔１２） ０ －犐 ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ －犐 ０ 犳（犔１２） ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ 犳（犔２） ０ －犐 ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －犐 ０ 犳（犔２）

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ 狉犛 －犐

０ ０ ０ ０ ０ ０ 狋１２ ０ －犐 狉２２ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ 狉１１ －犐 ０ 狋２１ ０ ０

０ ０ －犐 ０ 犐 ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ 犐 ０ －犐

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０ ０

狇
＋

狇
－

狕＋１

狕－１

狕＋２

狕－２

狌＋２

狌－２

狌＋３

狌－３

狊＋

狊

熿

燀

燄

燅
－

＝

０

０

０

０

０

０

０

０

０

０

犵１

犵

熿

燀

燄

燅２

（１７）

其中：０为零矩阵或零矢量；犐为二阶单位矩阵。

将式（１７）矩阵记为

犕犡＝犖 （１８）

其中：犡 为各波幅向量组成的列矩阵；犕 为方程

（１８）的系数矩阵，则由犡＝犕－１犖 得到各对应的波

幅向量。

由上述结论可得到智能悬臂梁上任一点的响

应。例如，犙犣段区域内距离激励点犣 为狓１ 处的点

的响应为

狔（狓１）＝［ ］１ １犳（狓１）狕
－
１ ＋ ［ ］１ １犳（－狓１）狕

＋
１

（１９）

　　犣犝 段区域内距离激励点犣 为狓２ 的点的响应

为

狔（狓２）＝［ ］１ １犳（狓２）狕
＋
２ ＋ ［ ］１ １犳（－狓２）狕

－
２

（２０）

　　同理，犝犛段区域内距犣 点为狓３ 处的点的响应

为

狔（狓３）＝［ ］１ １犳（狓３）狌
＋
３ ＋ ［ ］１ １犳（－狓３）狌

－
３

（２１）

４　仿真结果

以根部粘贴压电片的智能悬臂梁为例，根据上

述行波理论对智能Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁受迫振动响应的

理论推导，通过在 Ｍａｔｌａｂ中编程分别计算激励点左

右两侧拾振点处的响应及相位，以及智能梁受不同

轴向力作用时拾振点处的响应。

基体梁和压电材料的物理参数如表１所示，采

用图２所示智能梁结构，压电片分布于悬臂梁根部。

梁犙犛的总长犔 为１．５ｍ，压电片犙犣 段长度犔１ 为

０．２ｍ，激励点犣处作用有单位周期弯矩，点犣距犙

端的距离犔１１为０．１ｍ。

表１　悬臂梁基体和压电材料的物理参数

物理

参数

长度／

ｍ

宽度／

ｍ

厚度

／ｍ

密度／

（ｋｇ·ｍ
－２）

弹性模量／

（１０１０Ｎ·ｍ－２）

泊松

比

基体梁 １．５ ０．０５０．０３ ２８００ ７．１×１０１０ ０．３

压电片

（ＰＺＴ）
０．２ ０．０５０．００５ ７５００ ６．３×１０１０ ０．３

算例１　智能悬臂梁不同位置的频率响应。

在固定激励点情况下，智能梁频率响应随不同

位置处的拾振点而改变。分别选取位于激励点Ｚ

左侧０．０５ｍ处，右侧０．０５ｍ处和右侧０．５ｍ处作

为分析对象，三处的幅频响应分别如图３（ａ）、３（ｂ）、

３（ｃ）所示，而图３（ｄ）、３（ｅ）、３（ｆ）为对应的相频特性

（滞后）。由图３知，当犣点左右两侧的拾振点距犣

点的距离相同时，右侧拾振点处的共振幅值大于左

侧；当右侧拾振点距激励点Ｚ较远时，在２００～４００

Ｈｚ之间就会出现无反共振点现象。

算例２　不同轴向力状况下智能悬臂梁的强迫

响应。

智能梁在受到轴向力作用时，响应特性与轴向

力大小有关。如在轴向力为０ｋＮ、轴向压力为１００

ｋＮ、轴向拉力为１００ｋＮ３种受力状况下，计算距Ｚ

点右侧０．５ｍ的拾振点处的幅频响应作对比分析，

分析结果如图４所示。由图４知，与智能梁无轴向

力时拾振点处的幅频响应相比，当受到轴向压力时，

拾振点的共振频率降低，受到轴向拉力时，拾振点的

共振频率提高。
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图３　不同位置拾振点处的频率响应

图４　智能悬臂梁在不同轴向力状况下的强迫响应

　　算例３　瞬态时域振动响应。

对行波法所得的振动频率响应特性，通过逆傅

里叶变换将其转成瞬态时域振动响应。根据式

（１９）的频域响应，在数据处理中将狔（狓３）的实部按

偶函数扩展，狔（狓３）的虚部按奇函数扩展，通过逆傅

里叶变换得到瞬态时域响应。如图５所示，悬臂梁

上施加１０Ｎ·ｍ脉冲力矩激励，用行波法求得频率

响应，然后转换为瞬态时域响应。

算例４　行波法求解响应结果与有限元法的

对比。

图５　１０Ｎ·ｍ脉冲力矩激励的响应信号

为验正行波法用于响应分析的正确性，将行波

法求解响应的结果与ａｎｓｙｓ的求解结果作对比分

析。依据表１中的参数，在ａｎｓｙｓ中建立智能悬臂

梁实体模型，先后选用ｓｏｌｉｄ２０ｎｏｄｅｓ９５单元和ｓｏｌ

ｉｄｂｒｉｃｋ８ｎｏｄｅ４５单元建模，激励点距悬臂端０．１

ｍ，激励力矩为１Ｎ·ｍ，响应点距悬臂端０．５９ｍ，

三种方法求得的响应如图６所示，由图（ａ）可以看

出，行波法求得的响应频率与有限元法求解结果一

图６　行波法脉冲响应求解结果和有限元法响应求解结果
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致，响应的幅值大于ｓｏｌｉｄ４５单元模型，小于ｓｏｌｉｄ９５

单元模型。由图（ｂ）知，三种方法求得的相位一致。

但在高频处行波法的响应频率略低于有限元结

果。由于行波法应用中采用Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ模型，考

虑了转动惯量后，导致梁的惯性增加，而剪切变形则

使梁的刚度降低，导致固有频率降低，在计算高阶固

有频率时这种差别得以显示。另外，行波法用于响

应的求解时，求解结果稳定。而有限元法求解时，求

解结果会因单元类型、建模方式、网格划分方式、约

束施加方式和节点选择方式的不同而相异，求解结

果有一定的波动性。

５　结束语

基于行波法振动分析，从智能 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁

中周期力和周期力矩激励下波的传播关系，确定激

励力导波单元特性，对梁中各导波单元特性回路组

装，得到非齐次矩阵；通过解波幅矢量，得到在压电

致动力矩激励下智能 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁上任一点的振

动响应函数的数学表达。比较行波法响应分析结果

与有限元法求解结果在低频部分基本一致。但在高

频处行波法的响应频率略低于有限元结果，这是由

于行波法应用中采用 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ模型，考虑了转

动惯量后，导致梁的惯性增加，而剪切变形则使梁的

刚度降低，导致固有频率降低，在计算高阶固有频率

时这种差别得以显示。另外，行波法不仅适用于进

行智能梁的响应特性分析，而且便于数值编程计算，

求解响应结果稳定。

利用导波单元特性和各导波单元回路组装，行

波法可以分析各种条件和边界下的振动响应特性。

通过在Ｍａｔｌａｂ中编程计算，得到智能梁上不同位置

的拾振点处的幅频响应和相频响应、不同受力状况

下的某一拾振点处的幅频响应及某一激励下的瞬态

时域响应。
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