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基于三阶累积量奇异值分解的结构损伤识别
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摘要　为了在钢筋混凝土结构损伤识别过程中有效地考虑微裂缝引起的非线性特征，提出了一种基于奇异值分解

的三阶累积量方法，通过对结构损伤过程中振动加速度信号的三阶累积量进行奇异值分解，根据主奇异值的变化

来判断混凝土结构的损伤程度和定性评价结构性状。为了验证该方法，对两根钢筋混凝土简支梁进行了损伤试

验，试验数据分析结果与试验中裂缝开展的观察结果比较吻合，表明三阶累积量的最大主奇异值能够有效地反映

钢筋混凝土梁在各级荷载作用下结构损伤的变化情况，说明该方法是令人满意和有效的。
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引　言

钢筋混凝土结构在服役期间会产生不同程度的

损伤而使结构安全受到威胁［１］。基于振动响应的结

构损伤识别方法由于具有信号提取容易、应用限制

少、识别效率高等特点而得到了广泛的研究和工程

应用。但是，该方法在进行钢筋混凝土结构损伤识

别时还存在不少的问题和困难，例如，对损伤的非线

性状态进行线性假设，振动响应信号受噪声污染而

导致识别精度下降，损伤指标的敏感性差等［１５］。

显微镜观察显示，混凝土结构即使未发生任何

损伤，其内部存在的微观裂缝也会随着结构振动而

张开或闭合，引起结构物理参数的时变，从而使系统

的动态响应表现出非线性特征［３］。因此，研究混凝

土结构的非线性损伤识别技术具有重要的意义。目

前，非线性损伤识别的研究方法主要有：Ｈｉｌｂｅｒｔ

Ｈｕａｎｇ变换时频分析法
［６］、小波变换时频分析

法［７］、固有频率时变对比法［８］及信号高阶统计量分

析方法［９１１］等。

在现代信号分析中，高阶统计量被广泛地应用

在信号处理和系统理论等领域，它比二阶统计量能

更全面地揭示信号中蕴含的有效信息，抑制多种噪

声的影响［１２］。研究表明，高阶累积量能够揭示非高

斯信号中的非线性耦合现象［１３］，这为混凝土结构的

非线性损伤识别提供了新方法。

三阶累积量信号特征的提取大多采用对角切片

法［１３］，该方法不能反映矩阵所包含的全部信息，甚

至也不能反映主要信息。而利用奇异值分解提取主

奇异信息可以有效弥补上述不足［１４］。

笔者对钢筋混凝土梁损伤试验中采集到的振动

响应加速度信号，计算三阶累积量矩阵，并提取主奇

异值，根据它的变化来评估结构损伤的演变过程。

分析结果表明：随着荷载的逐级增加，结构变形增

大，裂缝不断发展，振动加速度信号的三阶累积量矩

阵主奇异值的变化规律与结构的裂缝发展情况相一

致。说明该方法能够有效地反映结构性态在损伤破

坏过程中的变化情况和发展趋势，它的最大主奇异

值可以作为一种新指标来描述混凝土结构的损伤

状况。

１　三阶累积量

设｛狓（狋）｝，狋＝０，１，２，３，…为实数平稳离散时间

序列信号，其狀阶矩犿狓
狀（τ１，τ２，…，τ狀－１）为

犿狓狀（τ１，τ２，…，τ狀－１）＝　　　　

　　　犈［狓（狋）狓（狋＋τ１）…狓（狋＋τ狀－１）］ （１）

其中：犈［］表示求期望值。

三阶累积量犮狓３（τ１，τ２）可表示为

犮狓３（τ１，τ２）＝犿
狓
３（τ１，τ２）－

犿狓１［犿
狓
２（τ１）＋犿

狓
２（τ２）＋犿

狓
２（τ１－τ２）］＋２（犿

狓
１）
３

（２）
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　　三阶累积量具有３条对称轴，其对称性如式（３）

所示

犮狓３（τ１，τ２）＝犮
狓
３（τ２，τ１）＝犮

狓
３（－τ２，τ１－τ２）＝

　犮
狓
３（τ２－τ１，－τ１）＝犮

狓
３（τ１－τ２，－τ２）＝

　犮
狓
３（τ１，τ２－τ１） （３）

　　研究表明，当一个非高斯信号在加性高斯有色

噪声中被观测时，观测过程的高阶累积量与非高斯

信号的高阶累积量等价［１５］，也就是说三阶累积量可

以很好地抑制观测信号中的加性高斯噪声。

２　奇异值分解

奇异值分解是谱分析理论在任意矩阵上的推

广，在信号处理、统计学等领域广泛应用。

设犃为犿 行狀 列的矩阵，则存在酉矩阵犘和

犙，使得

犃＝犘
犇 ０［ ］０ ０

犙
Ｔ （４）

　　式（４）称为矩阵犃的奇异值分解式，其中犙的

上标Ｔ表示矩阵转置，犇＝ｄｉａｇ（犱１，犱２，…，犱狉），并

且犱１＞犱２＞…＞犱狉＞０，犱犻（犻＝１，２，…，狉）称为矩阵

犃的主奇异值
［１６］。

奇异值分解的主要应用是作为一种数据分析方

法，用来找出大量数据中所隐含的模式，并把用奇异

值来表征的数据集特征值按照重要性由大到小排列

起来。

３　试　验

３１　试验装置及试件

　　四点弯曲加载下逐级损伤破环试验装置情况见

图１。试件为两根钢筋混凝土梁，混凝土材料及配

合比见表１，尺寸均为２．７ｍ×０．２ｍ×０．１６ｍ（长

×宽×高），试件的加载与边界条件见图２和图３，

梁的典型剖面见图４。一根为完整的钢筋混凝土

梁，记为１＃梁；另一根为带有缺陷的钢筋混凝土

梁，梁顶在剖面２２和剖面３３处设置两个凹槽，来

模拟梁的初始损伤，记为２＃梁。每根梁的两端各

布置２个加速度传感器用来测量结构动态响应的垂

直加速度，布置位置如图２和图３所示。

表１　混凝土材料及配合比

水灰比／

（ｗ／ｃ）
砂率／％

水泥／

（ｋｇ·ｍ
－３）

水／

（ｋｇ·ｍ
－３）

细骨料／

（ｋｇ·ｍ
－３）

粗骨料／

（ｋｇ·ｍ
－３）

０．５１ ３５ ４０２ ２０５ ６２８ １１６５

图１　钢筋混凝土梁损伤试验装置

图２　１＃梁的加载与边界条件（单位：ｍｍ）

图３　２＃梁的加载与边界条件（单位：ｍｍ）

图４　剖面１１，２２，３３（单位：ｍｍ）

３２　试验过程及数据采集

试验中，荷载逐级增加直至梁完全破坏而丧失

承载能力，表２列出了每级荷载值的大小。

表２　各级荷载值

等级 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９

荷载／

ｋＮ
０ ５ ７．５ １０ １２．５ １５ １７．５ ２０ ２２．５

　　加载时，每级荷载保持１０ｍｉｎ，观察记录试件

的裂缝开展情况。然后卸载，测量在冲击锤（ＬＣ

０２Ａ）作用下的自由振动加速度信号，采样频率为
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２５６０Ｈｚ，加速度信号由ＹＥ５８５８Ｂ电荷放大器放大

后，由信号采集与分析软件ＣＲＡＳ采集记录。根据

试验结果，１＃梁在第９级加载时完全破坏，２＃梁在

第６级加载时完全破坏而丧失承载能力。表３和表

４分别给出了各级荷载作用下梁的裂缝情况，其中

大裂缝是指裂缝宽度大于０．３ｍｍ的宏观裂缝。图

９为用开裂指标表示的裂缝发展情况，狔轴为各级

荷载与梁破坏时的极限荷载比值，狓 轴为宏观裂

缝数。

表３　１＃梁的裂缝情况记录

荷载

等级

裂缝

总数

大裂

缝数

最大裂缝

宽度／ｍｍ

最大裂缝

长度／ｍｍ

１ ０ ０ ０．０ ０．０

２ ０ ０ ０．０ ０．０

３ ９ ０ ０．２ ６．５

４ １４ ０ ０．２５ ９．０

５ １５ １ ０．３５ ９．０

６ １７ １ ０．４ ９．５

７ ２０ ５ ０．５ １１．０

８ ２１ ５ ０．６ １２．５

９ ２２ １３ １．２ １５．０

表４　２＃梁的裂缝情况记录

荷载

等级

裂缝

总数

大裂

缝数

最大裂缝

宽度／ｍｍ

最大裂缝

长度／ｍｍ

１ ０ ０ ０．０ ０．０

２ ２ ０ ０．０８ ８．０

３ １０ ０ ０．１２ ８．０

４ １２ ０ ０．２ １１．０

５ １５ ５ ０．４ １２．０

６ １７ ６ ３．０ １２．０

４　试验数据分析

４１　完整梁的分析

　　图５绘制出了右侧传感器在第１级加载时振动

响应信号的采样数据。取τ１ 和τ２ 计算范围为０～

１００，利用式（２）计算它的三阶累积量犮狓３（τ１，τ２），相

应的等值线图如图６所示，同样的方法计算右侧传

感器第２级至第９级加载的三阶累积量。对各级荷

载下的三阶累积量矩阵进行奇异值分解，取每级荷

载的前８个最大主奇异值（记为狊１，狊２，…，狊８）绘制主

奇异值变化过程线如图７所示。

计算左侧传感器在第１级至第９级加载时所监

测信号的三阶累积量奇异值分解结果如图８所示。

分析图７和图８，三阶累积量的最大主奇异值

曲线的变化规律同１＃梁在逐级加载过程中裂缝的

图５　１＃梁右侧第１级加载时的振动加速度采样数据

图６　１＃梁右侧第１级加载时的信号三阶累积量等值线图

图７　１＃梁右侧信号三阶累积量的主奇异值变化过程线

开裂与发展情况相一致，反映了结构损伤的演化过

程。

梁左、右侧点反映出的变化规律基本相同，但

是，由于梁体损伤过程中的非对称性和随机性，使得

左右测点的变化又有着各自的特点。

第１～５级加载过程中，各最大主奇异值基本呈

现逐渐增大的趋势，表明此阶段结构虽有微裂缝产

生，但损伤程度不严重。第４级加载时，右侧测点的

狊３，狊４，狊５ 和左侧测点的狊２ 值略有下降，表明梁体结

构有损伤存在，左侧损伤程度要大于右侧，试验中，

此时已观察到１４条微裂缝，还没有大裂缝出现。

１０４　第３期 李富强，等：基于三阶累积量奇异值分解的结构损伤识别



图８　１＃梁左侧信号三阶累积量的主奇异值变化过程线

第６级加载时，右侧测点的狊３～狊５ 和左侧测点

的狊１～狊５ 值明显下降，其中，左侧测点狊１ 的值从第５

级荷载时的１０．２４２４ 减小到第６级荷载时的

４．５１６２，狊２ 的值从第５级荷载时的９．８３３５减小到

第６级荷载时的４．１８６８，表明梁体结构有严重损伤

存在，左侧损伤程度要大于右侧。试验中，此时已观

察到１７条裂缝，其中有１条大裂缝出现。裂缝开展

理论认为，荷载达到极限荷载的７０％～９０％时，裂

缝开始有大的快速发展，宏观裂缝开始汇聚形

成［１７１８］，１＃梁的极限荷载２２．５ｋＮ的７０％是１５．７５

ｋＮ，刚好是第６级荷载，最大主奇异值指标较好地

验证了这个规律（见图９）。

第９级加载时，左右测点的狊１，狊２ 值均明显下

降，此时结构已观察到裂缝２２条，其中，１３条大裂

缝，丧失承载能力。

图９　钢筋混凝土梁开裂指标图

４２　缺陷梁的分析

对２＃梁第１～６级加载下采样信号进行计算

分析，图１０和图１１分别绘制出了２＃梁右侧和左

侧测点三阶累积量奇异值分解结果。

可以看出，２＃梁左、右侧测点狊１ 和狊２ 的变化规

律基本一致，在第３级加载时明显增大，在第４，５级

图１０　２＃梁右侧信号三阶累积量的主奇异值变化过程线

图１１　２＃梁左侧信号三阶累积量的主奇异值变化过程线

加载时均表现出下降趋势，在第６级加载时又增大。

第４级加载后，右侧测点的狊２，狊３，狊４ 和左侧测

点的狊１，狊２ 值有明显降低，表明梁体结构有明显损

伤。试验中，此时观察到裂缝有１２条，但没有大裂

缝出现。从曲线上可以看出，第５级加载时，右侧测

点的狊１ 值和左侧测点的狊２ 值均明显减小，结构损伤

明显加剧，此时，已观察到１５条裂缝，其中大裂缝５

条。２＃梁的极限荷载１５ｋＮ的７０％是１０．５ｋＮ，

刚好是第４级荷载，符合裂缝开展理论认为的荷载

达到极限荷载的７０％～９０％时裂缝开始有大的快

速发展，宏观裂缝开始汇聚形成的规律。

第６级加载时，结构完全破坏而丧失承载能力，

但此时的各最大主奇异值数值明显增大。分析原

因，可能是由于２＃梁为带有缺陷的钢筋混凝土梁，

梁体损伤的裂缝基本集中在凹槽处的梁底，完全破

坏后，梁体成为相对独立的三段，每一段梁体中的裂

缝并不多，损伤程度相对较小。此时监测到的振动

信号为传感器所在梁段的结构信息，因此，奇异值

增大。
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４张图具有相近的变化规律，即指标先逐渐增

大，此时微观裂缝逐渐形成扩展，形成越多的短而小

的裂缝（大多数肉眼不可见）；荷载达到极限荷载的

７０％时裂缝开始有大的快速发展，宏观裂缝开始汇

聚形成。微裂缝在振动时的张开与闭合变化对结构

的刚度等物理力学参数影响显著，宏观裂缝由于裂

缝宽度较大，在结构振动时不能有效地闭合，而对结

构的时变非线性影响较小，因而指标下降。大于

０．３ｍｍ的大裂缝开始出现和增多，由于微观裂缝

的汇聚，虽然大裂缝条数增多，但是整体条数可能降

低。由于大裂缝处受力截面减少，应力相对较大，裂

缝顺着大裂缝发展。此后，指标再次上升，表明宏观

裂缝出现大发展，损伤再次加剧。

５　结束语

从试验数据的分析结果来看，三阶累积量的最

大主奇异值能够直观清晰地呈现出钢筋混凝土梁在

各级荷载作用下结构损伤的变化情况，分析结果与

试验中裂缝开展的观察结果比较吻合，表明该方法

还是令人满意和有效的。

该方法能有效地抑制信号中加性高斯噪声的干

扰，计算方便，反映出的信息直观有效。虽然主奇异

值可以准确地反映出结构损伤程度的变化，但是还

需要进一步研究其所代表的具体物理意义，便于进

一步工程应用和分析。

致　谢　谨对浙江大学结构工程试验室提供设备和技术支

持表示感谢。
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