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摘要　将不确定结构中的区间参数用泛灰数表示，对获得广义区间特征值方程的求解方法进行了研究，提出了一

种简洁的算法。利用泛灰数的可扩展性对区间问题进行了分析，通过数学算例说明泛灰数不仅具有区间分析功

能，且能解决区间分析所不能解决的问题。根据广义Ｒａｙｌｅｉｇｈ商的性质和对区间特征值的单调性分析，研究了广

义区间特征值方程的求解方法，提出了一种基于泛灰数学的计算广义Ｒａｙｌｅｉｇｈ商法。将此算法应用于两个算例，

通过与其他算法结果比较，验证了该方法具有计算简单、准确可靠，故有一定的工程应用价值。
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引　言

随机理论、模糊理论和区间分析是解决不确定

性问题的３种主要方法
［１４］。应用随机理论或模糊

理论解决不确定性问题时，所有不确定性参数的概

率密度函数或隶属度函数都须是已知的。在实际中

要确定这些函数往往需要大量的数据或者人为给

定。区间分析是在信息不够充分的条件下，求解不

确定性问题的重要方法之一。区间数学的运算结果

与自变量的运算次序有关，何种运算次序最佳，至今

仍是未解决的问题［５６］。灰色系统理论自１９８２年由

我国学者邓聚龙教授提出后，其理论和应用都得到

了很大的发展，而且在决策学、预测学等领域也展示

了极为广泛的应用前景［７８］。在此基础上，又有学者

提出了泛灰集合和泛灰数学分析基础，为灰色信息

的定量描述提供了新途径。泛灰理论可以处理多种

不确定性问题，尤其是解决小样本、贫信息的不确定

问题，该方法具有更好的科学性。同时，该理论的有

关运算能够展开，克服了区间分析不能展开的性质，

因而应用泛灰理论处理工程问题，具有较好的实

用性。

利用区间分析法求解不确定性结构的特征值问

题，必须解决好两个问题：ａ．解区间不被放大或缩

小；ｂ．快速获得解区间。文献［９１１］分别采用泛灰

数学方法解决结构静力区间分析问题和齿轮传动参

数设计问题，并都取得了一定的研究成果。笔者针

对结构动力学问题，将泛灰理论应用于求解狀阶实

对称矩阵的广义Ｒａｙｌｅｉｇｈ商，给出了区间特征值的

计算方法，通过算例对结构系统的固有频率进行区

间分析，并将计算结果与其他算法结果相比较，表明

该方法计算简单，且可行有效。

１　泛灰数学基础

１．１　泛灰数的概念
［１２］

　　定义１　设论域犝＝犚（实数集），则称犚上的泛

灰集为泛灰数集，记作犵（犚），且称犵（犚）中的元素为

泛灰数，记作

犵＝（狓，［μ，μ］）　（狓∈犚；μ，μ∈珟犚） （１）

其中：狓为观测值；［μ，μ］为狓的灰信息部；犵（０）＝

（０，［０，０］）和犵（１）＝（１，［１，１］）分别称为犵（犚）中的

零元和单位元。观测部为零、而灰信息部不为零的

泛灰数称为亚零元，记为犵
′
（０）；零元和亚零元统称为

泛零元，记为犵
″
（０）。

定义２　犵＝（狓，［μ，μ］），狓∈犵（犚），称－犵＝（－

狓，［μ，μ）为犵（犚）中关于犵的负元，称犵
－１＝（狓－１，

［μ
－１，μ

－１］）为犵（犚）中关于犵的逆元。

 国家自然科学基金资助项目（５０９０５１３４）
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泛灰数学规定了泛灰数的四则运算、泛灰等式、

乘幂运算等。泛灰数集的加法和乘法具有封闭性，

且泛灰数满足乘法对加法的分配律。泛灰数的四则

运算规则［１２］为

犵１＋犵２＝ 狓１＋狓２，［
狓１μ１＋狓２μ２

狓１＋狓２
，狓１μ１＋狓２μ２
狓１＋狓２（ ）］

（２）

犵１－犵２＝ 狓１－狓２，［
狓１μ１－狓２μ２

狓１－狓２
，狓１μ１－狓２μ２
狓１－狓２（ ）］

（３）

犵１×犵２＝（狓１狓２，［μ１μ２，μ１μ２］） （４）

犵１／犵２＝（狓１／狓２，［μ１／μ２，μ１／μ２］）（如果犵２ ≠犵
′
（０））

（５）

１．２　泛灰数与区间数的转化

在实际应用时，泛灰数犵＝（狓，［μ，μ］）中的μ，μ
可理解为对狓 的最低、最高信任程度，如μ＝０．７，

μ＝０．９，用区间数表示为［０．７狓，０．９狓］。因此，一个

泛灰数可用一个区间数表示，即（狓，［μ，μ］）＝

［狓μ，狓μ］。反之，［犪，犫］∈犐（犚）（闭区间实数集），

均可表示为一个泛灰数犵＝（狓，［μ，μ］），此时要求

μ，μ∈［－１，１］。转化规则
［１２］如下

１）当犪＞０，有

［犪，犫］＝（犫，［犪／犫，１］） （６）

　　２）当犪犫＜０，且ｍａｘ｛｜犪｜，｜犫｜｝＝犫，有

［犪，犫］＝（犫，［犪／犫，１］） （７）

　　３）当犪犫＜０，且ｍａｘ｛｜犪｜，｜犫｜｝＝｜犪｜，有

［犪，犫］＝（犪，［犫／犪，１］） （８）

　　４）当犫＜０，有

［犪，犫］＝（犪，［犫／犪，１］） （９）

１．３　泛灰函数的区间分析功能

泛灰函数有区间分析的功能，且具有一定的优

越性［１２］。

例１　求函数犳（狓１，狓２，狓３）＝狓１
狓２＋狓３
狓２－狓３

的值

域，其中变量用区间数和泛灰数表示分别为：狓１＝

［２，３］＝（３，［２／３，１］），狓２＝［１，３］＝（３，［１／３，１］），

狓３＝［６，１８］＝（１８，［１／３，１］）。

对原函数，若用区间数计算得：犉＝［－２１，

－０．８２３５］；而用泛灰数计算得：犉＝（－２１／５，［２／３，

１］）＝［－４．２，－２．８］，显然［－４．２，－２．８］［－２１，

－０．８２３５］。

将原函数变形为 犳（狓１，狓２，狓３）＝狓１（１＋

２

狓２／狓３－１
），再 用 区 间 数 计 算 得：犉 ＝ ［－９，

－２．２３５３］；用泛灰数计算仍可得：犉＝（－２１／５，［２／

３，１］）＝［－４．２，－２．８］，仍然有［－４．２，－２．８］

［－９，－２．２３５３］。

由此例可见，用区间数计算函数值域，计算结果

与函数表达式有关；用泛灰数计算函数值域与函数

表达式无关，且用泛灰数计算得到的解区间包含于

区间数计算得到的解区间。

通过分析比较泛灰运算公式（１４）和区间运算

公式［５］不难发现：两者的加法运算法则完全相同，但

对于减法、乘法和除法运算，用泛灰运算得到的解区

间的上界和下界分别是由参与运算的泛灰数上界和

上界、下界和下界计算得到；而用区间运算计算得到

的解区间的上界和下界还由参与运算的区间数的上

界和下界混合运算来确定，这样就致使用区间数计

算的解区间比用泛灰数计算的解区间大。

２　区间特征值分析

２．１　广义区间特征值问题的描述

　　狀个自由度振动系统的常系数线性微分方程的

一般表达式为

犕̈狓（狋）＋犆狓（狋）＋犓狓（狋）＝犉（狋） （１０）

其中犕，犆和犓 分别为狀×狀阶的质量、阻尼和刚度

矩阵；̈狓，狓，狓和犉 分别为广义加速度、广义速度、广

义位移和广义力的狀维列向量。

对于无阻尼自由振动，方程（１０）可以表示为

犕̈狓（狋）＋犓狓（狋）＝０ （１１）

　　方程（１１）惟一可以接受的解是具有频率ω的

简谐函数，即

狓（狋）＝犡ｓｉｎω狋 （１２）

其中：犡为振幅列向量；ω为系统的固有频率。

将式（１２）代入式（１１）中整理得

犓犡＝ω
２犕犡 （１３）

　　式（１３）的特征值问题为矩阵犓相对于矩阵犕

的广义特征值问题，其中：数ω
２ 为矩阵犓相对于矩

阵犕 的特征值；非零解犡称为对应特征值ω
２ 的特

征向量。

在不确定性问题中，系统的犓和犕 均是区间参

数矩阵，其元素可用区间数表达为

犽犻犼＝［犽犻犼，犽犻犼］，犿犻犼＝［犿犻犼，犿犻犼］ （１４）

　　则式（１３）的特征值问题将变为广义区间特征值

问题

［犓］［犡］＝［ω
２］［犕］［犡］ （１５）

其中：［犓］表示区间刚度矩阵；［犕］表示区间质量矩
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阵；［ω
２］为广义区间特征值；［犡］为对应于［ω

２］的区

间特征向量。

２．２　广义犚犪狔犾犲犻犵犺商及其性质

对于机械和结构系统，矩阵犓，犕 为狀阶实对称

阵，且犕 正定，犡∈犚
狀。称

犚（犡）＝
犡Ｔ犓犡

犡Ｔ犕犡
，犡≠０ （１６）

为矩阵犓相对于矩阵犕 的广义Ｒａｙｌｅｉｇｈ商。

广义Ｒａｙｌｅｉｇｈ商具有以下性质：

性质１　犚（犡）是特征向量犡的连续函数。

性质２　犚（犡）的最大值和最小值存在，且能够

在椭球面犛＝｛犡｜犡∈犚
狀，犡Ｔ犕犡＝１｝上达到。

２．３　区间特征值的单调性分析

设狆＝（狆１，狆２，…，狆犿）
Ｔ 为区间特征值问题的

一组区间变量，其中狆犻（犻＝１，２，…，犿）是系统中的

结构参数（包括几何参数和物理参数）。

由式（１３）可得第犽阶特征值ω
２
犽 对参数狆 的一

阶灵敏度［１３］

ω
２
犽

狆
＝

犡犜犽（
犓

狆
－ω

２
犽
犕

狆
）犡犽

犡Ｔ
犽犕犡犽

（１７）

　　当参数狆为区间参数向量时，需要讨论其相对

于ω
２
犽 的单调性，否则计算得到的广义特征值区间将

扩大或缩小。

对于机械或结构系统，当结构参数狆为刚度参

数和质量参数时，由式（１７）有

ω
２
犽

犽
＝

犡犜犽（
犓

犽
－ω

２
犽
犕

犽
）犡犽

犡Ｔ
犽犕犡犽

＝

犡Ｔ犽
犓

犽
犡犽

犡Ｔ
犽犕犡犽

＞０

（１８）

ω
２
犽

犿
＝

犡犜犽（
犓

犿
－ω

２
犽
犕

犿
）犡犽

犡Ｔ
犽犕犡犽

＝－ω
２
犽

犡Ｔ
犽
犓

犿
犡犽

犡Ｔ
犽犕犡犽

＜０

（１９）

　　以上两式表明：结构的各阶区间特征值随刚度

参数的增大而单调增大，随着质量参数的增大而单

调减小。据此单调关系和式（１６）可得，当各区间刚

度参数均取其最大值，且各区间质量参数均取其最

小值时，各阶区间特征值均得到最大值；反之，当各

区间刚度参数均取其最小值，且各区间质量参数均

取其最大值时，各阶区间特征值均得到最小值。

２．４　区间特征值的极限边界

由广义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ商的性质不难得出，若犡 是

犓犡＝ω
２犕犡的特征向量，则犚（犡）是与之对应的特

征值。特别当犡 是犓犡＝ω
２犕犡 的正则振型向量

时，则有

犡Ｔ犕犡＝１ （２０）

　　由式（１５）和（１６）可知，满足性质２的Ｒａｙｌｅｉｇｈ

商所在区间

［ω
２］＝｛ω

２
犻狘ω

２
犻 ＝犡

Ｔ
犻犓犻犡犻狘犡

Ｔ
犻犕犻犡犻＝１｝（２１）

其中：犓犻，犕犻分别是区间刚度矩阵［犓］和区间质量

矩阵［犕］中某一个确定的刚度矩阵和质量矩阵；ω
２
犻

为矩阵犓犻相对于矩阵犕犻的广义特征值；与ω
２
犻 相对

应的非零解犡犻称为属于ω
２
犻 的正则振型向量；对应

于区间特征值［ω
２
犻］的所有犡犻 组成的正则振型区间

向量为［犡犻］。

广义区间Ｒａｙｌｅｉｇｈ商可表为

犚（犡）＝［ω
２］＝［犡］

Ｔ［犓］［犡］ （２２）

　　根据前面的单调性分析，可知区间特征值

［ω
２］＝

（犡犾）Ｔ犓犾犡犾

（犡犾）Ｔ犕狌犡犾
，
（犡狌）Ｔ犓狌犡狌

（犡狌）Ｔ犕犾犡（ ）狌 （２３）

其中：犓犾＝［犽犻犼］；犓
狌＝［犽犻犼］；犕

犾＝［犿犻犼］；犕
狌＝［犿犻犼］；

犡犾为犓犾相对于犕狌 的正则振型向量；犡狌 为犓狌 相对

于犕犾的正则振型向量。

可以取试解的正则振型区间向量为

［犡］＝［ｍｉｎ（犡
犾，犡狌），ｍａｘ（犡犾，犡狌）］ （２４）

　　基于以上分析，给出广义区间特征值计算方法

的求解步骤：

１）计算犓犾，犓狌 分别相对于犕犾，犕狌 的正则振型

向量犡犾，犡狌；

２）按式（２４）计算试解的区间正则振型向量，并

将其转换为泛灰列向量；

３）将区间刚度矩阵［犓］转换为泛灰矩阵；

４）将以上两步的计算结果代入Ｒａｙｌｅｉｇｈ商公

式（２２）得到各阶区间特征值。

３　算　例

例１　求图１所示具有单位质量和区间刚度参

数的弹簧质量系统的全部特征值。已知各弹簧刚度

分别为：［犽１］＝［２，２．１］ｋＮ／ｍ，［犽２］＝［１．８，１．８５］

ｋＮ／ｍ，［犽３］＝［１．６，１．６３］ｋＮ／ｍ，［犽４］＝［１．４，

１．４２］ｋＮ／ｍ，［犽５］＝［１．２，１．２１］ｋＮ／ｍ，［犽６］＝［１，

１．００８］ｋＮ／ｍ。

图１　区间弹簧质量系统
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利用 ＭＡＴＬＡＢ语言面向对象的编程原理，基

于以上有关泛灰加、减、乘法的定义以及有关泛灰数

与区间数的转化方法，编写了相应的计算程序。

利用本研究方法得到的各阶特征值解区间与其

他方法的结果见表１。

例２　求图２所示５自由度框架结构的全部特

征值的解区间。其刚度区间参数［犽１］＝［２，２．０２］

ｋＮ／ｍ，［犽２］＝［１．８，１．８５］ｋＮ／ｍ，［犽３］＝［１．６，

１．６３］ｋＮ／ｍ，［犽４］＝［１．４，１．４２］ｋＮ／ｍ，［犽５］＝

［１．２，１．２１］ｋＮ／ｍ；质量区间参数［犿１］＝［２９，３１］

ｋｇ，［犿２］＝［２６，２８］ｋｇ，［犿３］＝［２６，２８］ｋｇ，［犿４］＝

［２４，２６］ｋｇ，［犿５］＝［１７，１９］ｋｇ。

图２　多层框架结构

　　利用本算法得到的各阶特征值区间与其他算法

的结果如表２所示。

表１　弹簧质量系统的特征值区间

ω
２／Ｈｚ２ 矩阵摄动法［１４］ 全局优化解［１３］ 区间因子法［１５］ 本研究方法

［（ω２）犾１，（ω
２）狌１］ ［３４２．５４３，４３３．９２０］ ［３８４．１５１，３９３．３７５］ ［３８４．１７２，３９３．３９５］ ［３８４．１５１５，３９３．３７５５］

［（ω２）犾２，（ω
２）狌２］ ［１４０２．７１４，１４９７．９９８］ ［１４３４．８０１，１４６５．２６６］ ［１４３４．８６１，１４６５．３２４］ ［１４３４．８００８，１４６５．２６５８］

［（ω２）犾３，（ω
２）狌３］ ［２８４１．８９４，２９３３．０８６］ ［２８６０．１７５，２９１３．６７０］ ［２８６０．２８９，２９１３．７８１］ ［２８６０．１７５２，２９１３．６７００］

［（ω２）犾４，（ω
２）狌４］ ［４３３３．７６７，４４２４．４９７］ ［４３３７．９５０，４４２０．７８０］ ［４３３８．０００，４４２０．８２８］ ［４３３７．９５００，４４２０．７８００］

［（ω２）犾５，（ω
２）狌５］ ［５９８２．９２３，６１３４．９０９］ ［５９８２．９２３，６１３４．９０９］ ［５９８２．６７８，６１３４．６７２］ ［５９８２．９２２５，６１３４．９０９０］

表２　框架结构的特征值区间

ω
２／Ｈｚ２ 矩阵摄动法［１４］ 全局优化解［１３］ 区间因子法［１５］ 本研究方法

［（ω２）犾１，（ω
２）狌１］ ［４．６１７，７．８３０］ ［５．８５８，６．５０２］ ［５．８５８，６．５０２］ ［５．８５８１，６．５０２０］

［（ω２）犾２，（ω
２）狌２］ ［４０．６４３，４７．８２０］ ［４２．０２９，４６．３０９］ ［４２．０２９，４６．３０８］ ［４２．０２９３，４６．３０８８］

［（ω２）犾３，（ω
２）狌３］ ［９９．１８０，１０９．３９９］ ［９８．８５６，１０８．６８９］ ［９８．８５２，１０８．６８３］ ［９８．８５６４，１０８．６８９０］

［（ω２）犾４，（ω
２）狌４］ ［１５７．８４８，１７４．００２］ ［１５８．０５１，１７３．７７８］ ［１５８．０４４，１７３．７６７］ ［１５８．０５１５，１７３．７７７７］

［（ω２）犾５，（ω
２）狌５］ ［２０９．５１５，２３０．０８４］ ［２０９．５１５，２３０．０８４］ ［２０９．５１４，２３０．０８３］ ［２０９．５１４８，２３０．０８４５］

　　通过分析比较例１、例２和文献的计算结果可

知，本研究方法与文献［１３］都得到了问题的准确解，

二者的解区间均是矩阵摄动法解区间的子集。文献

［１５］采用区间因子法给出了基于Ｒａｙｌｅｉｇｈ商计算

结构广义特征值的一种算法，计算方法简单，但其计

算精度低于本研究方法。从计算过程分析，文献

［１３］采用的全局优化算法，需要一定的迭代次数才

能得到问题的准确解，计算时间长。本算法无需迭

代，一次计算即可得到问题的准确解，计算量显著减

少，计算精度高，计算时间短。另外，本研究方法具

有一般性，适合于求解具有区间参数的一般结构的

特征值区间范围，只是为验证本研究方法的正确性，

文中仅给出了有关文献求解的具有区间参数的弹簧

质量系统和多层框架结构特征值问题的算例。

４　结束语

对于不确定性问题，笔者在没有引入任何假设

的情况下，提出一种基于泛灰理论、广义 Ｒａｙｌｅｉｇｈ

商的计算结构广义区间特征值的新方法。研究分析

和算例结果均表明：该方法可以避免直接采用区间

数学运算结果易于扩张的缺陷，相对于全局优化算

法而言，该算法具有相同的计算准确度，但计算效率

明显提高。
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