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振动、测试与诊断
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基于扭摆振动的转动惯量识别方法
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摘要　为了准确识别物体的转动惯量值，考虑了非线性空气阻尼和非线性恢复力对转动惯量识别的影响，建立了

基于非线性动力学系统的扭摆振动模型，提出了基于 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换的转动惯量识别方法。首先，利用扭摆振动获得

物体的角位移信号，通过对角位移信号进行 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换计算角位移信号的包络信号和瞬时相位；然后，利用包络

信号和瞬时相位计算扭摆振动的瞬时无阻尼固有频率；最后，根据瞬时无阻尼固有频率识别物体的转动惯量。通

过气浮转台实现物体的扭摆振动，利用基于 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换的算法识别试验样件的转动惯量。试验结果表明，试验样

件转动惯量估计值的相对误差小于１％，从而验证了该识别方法的有效性。
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引　言

转动惯量是表示刚体转动过程中惯性大小的物

理量，它与刚体的形状、质量分布和转轴位置有关。

在装备制造领域，转台的转动惯量是影响转台稳定

性、定位精度和动态响应的关键因素之一［１２］。在航

天航空领域，转动惯量影响飞行器的运行姿态和飞

行稳定性，转动惯量为飞行器的外形设计及优化提

供了重要依据［３４］。扭摆振动是指系统转轴发生扭

曲的扭角摆动［５］。扭摆振动模型主要考虑３种因

素：物体的转动惯量、外部阻尼力和扭杆的恢复力。

由于扭摆振动模型包含物体的转动惯量，因此可以

根据扭摆振动的特性识别物体转动惯量。当识别对

象为外形复杂的大型物体时，系统的空气阻尼力可

以等效为非线性力［６］。当扭摆振动系统的扭杆为合

金或复合材料时，系统的恢复力可以等效为非线

性力［７］。

非线性扭摆振动系统的特性不同于线性系统的

特性。如果扭摆振动系统为线性系统，那么物体的

扭摆振动周期为固定值，系统的固有频率为常数。

在线性系统条件下，利用物体的扭摆振动周期可以

计算物体的转动惯量值。如果扭摆振动系统为非线

性系统，那么物体的扭摆振动周期可能会随着振幅

发生变化，即系统呈现出幅频特性。可见，在非线性

系统条件下，可以利用扭摆振动的幅频特性识别物

体的转动惯量。Ｆｅｌｄｍａｎ
［８］提出了基于 Ｈｉｌｂｅｒｔ变

换的非线性振动系统参数识别方法，利用位移信号

的Ｈｉｌｂｅｒｔ变换构造解析信号，再利用振动系统的

瞬时无阻尼固有频率估计非线性振动系统的参数

值。王丽丽等［９］利用时频滤波的方法给出了瞬时无

阻尼固有频率与振动系统参数之间的确切关系。

笔者利用分析动力学的方法建立了基于非线性

动力学系统的扭摆振动模型，提出了基于 Ｈｉｌｂｅｒｔ

变换的转动惯量识别方法，并利用仿真信号和试验

信号验证了该识别方法的有效性。

１　基本原理

１．１　扭摆振动模型

　　图１为扭摆振动测量系统示意图。被测物体安

装在转台上，转台与扭杆相连。如果给扭杆施加一

个初始角度，则被测物体和转台会在扭杆恢复力的

作用下，以转轴为中心做自由扭摆振动。光栅位移

传感器用来测量转台的弧线位移，如果已知转台半

径，就可以得到相应的角位移信号。

笔者考虑了非线性阻尼和非线性恢复力对扭摆

振动的影响，利用分析动力学的原理建立了扭摆振

动的微分方程
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图１　扭摆振动测量系统示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｔｏｒｓｉｏｎｐｅｎｄｕｌｕｍｓｙｓｔｅｍ

犑̈θ＋犆１θ＋犆２θθ ＋犓１θ＋犓３θ
３
＝０ （１）

其中：犑为被测物体和转台关于转轴的转动惯量；

θ为转台的角位移；犆１ 和犆２ 为阻尼力矩的系数；

犓１ 和犓３ 为扭杆的刚度系数。

式（１）两边同时除以犑，得到转动惯量归一化

的扭摆振动微分方程为

θ̈＋犮１θ＋犮２θθ ＋犽１θ＋犽３θ
３
＝０ （２）

其中：犮１＝
犆１
犑
；犮２＝

犆２
犑
；犽１＝

犓１
犑
；犽３＝

犓３
犑
。

１．２　基于犎犻犾犫犲狉狋变换的转动惯量识别方法

假设角位移信号为θ（狋），则信号θ（狋）的 Ｈｉｌ

ｂｅｒｔ变换定义为

槇
θ（狋）＝犎［θ（狋）］＝

１

π∫
＋∞

－∞

θ（τ）

狋－τ
ｄτ

　　利用Ｈｉｌｂｅｒｔ变换构造θ（狋）的解析信号为

β（狋）＝θ（狋）＋ｊ珓θ（狋）＝犃（狋）ｅ
ｊφ（狋） （３）

其中：φ（狋）＝ａｒｃｔａｎ［
珓θ（狋）

θ（狋）
］为瞬时相位；ω＝

ｄφ
ｄ狋
为瞬

时角频率；犃＝
θ
２（狋）＋珓θ

２（狋槡 ）
为包络信号。

为了分析方便，式（２）也可以表示为

θ̈＋２犺０（狋）θ＋ω
２
０（狋）θ＝０ （４）

其中：犺０（狋）为瞬时阻尼系数；ω０（狋）为瞬时无阻尼

固有频率。

假设犺０（狋）和ω０（狋）为低通信号，θ（狋）为高通

信号，且犺０（狋），ω０（狋）与θ（狋）的频谱在频带上不

重合。

对式（４）的两边进行Ｈｉｌｂｅｒｔ变换，并乘以ｊ，然

后与式（４）相加得到

¨
β＋２犺０（狋）


β＋ω

２
０（狋）β＝０ （５）

　　把式（３）代入式（５），经计算整理后可得

β［
犃̈
犃
－ω

２
＋ω

２
０＋２犺０

犃
犃
＋ｊ（２

犃
犃
ω＋ω＋２犺０ω）］＝０

　　令上式的实部和虚部为零，得到扭摆振动的瞬

时无阻尼固有频率［８］为

ω０＝［ω
２
－
犃̈
犃
＋
２犃２

犃２
＋
犃ω
犃ω
］
１
２ （６）

　　根据文献［９］的结论，瞬时无阻尼固有频率与

式（２）的关系可以表示为

ω０（犃）＝ ∑
犿

犻＝１

２

槡π

Γ（
犻
２
＋１）

Γ（
犻＋１
２
＋１）

犽犻犃
犻－１（狋

熿

燀

燄

燅

）

１
２

（７）

　　对瞬时无阻尼固有频率进行多项式拟合，根据

式（７）可以估计式（２）的参数值。当已知扭杆刚度系

数犓１时，根据公式犑＝犓１／犽１可以求出物体的转动

惯量。

１．３　端点效应的抑制

由于Ｈｉｌｂｅｒｔ变换的数字计算方法涉及离散傅

里叶变换，因此在对有限长度的信号进行 Ｈｉｌｂｅｒｔ

变换时，在时频谱图上会出现端点效应［１０］，从而影

响系统参数的估计精度。为了减弱端点效应的影

响，需要对原始信号进行延拓再进行 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换。

原始信号θ（狋）如图２中的实线所示，点犃和点犅为

原始信号的两个端点。原始信号的延拓方法如下。

１）从信号θ（狋）的左边往右，找到端点犃的对称

点犃′；从θ（狋）的右边往左，找到端点犅的对称点犅′。

２）提取犃′点与犅′点之间信号并左右翻转，如

图２虚线所示，然后与端点犅相连组成延拓信号。

图２　信号的延拓

Ｆｉｇ．２　Ｅｘｔｅｎｓｉｏｎｒｅｓｕｌｔｏｆｓｉｇｎａｌ

２　数值仿真

为了验证基于 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换的转动惯量识别方

法的正确性，利用数值仿真对此算法进行了验证。

假设归一化的扭摆振动方程为

θ̈＋０．０１θ＋０．１θθ ＋５θ－２０θ
３
＝０ （８）

　　利用四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法求解式（８），得到角位

移θ（狋）的仿真信号，如图３所示。

首先，对角位移信号θ（狋）进行延拓；然后，利用
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图３　角位移仿真信号

Ｆｉｇ．３　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｉｇｎａｌｏｆａｎｇｕｌａｒｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

Ｈｉｌｂｅｒｔ变换构造角位移信号θ（狋）的解析信号，求

出相应的包络信号犃（狋）和瞬时角频率ω（狋）。图４

为由原始信号和延拓信号得到的包络信号。由于端

点效应的影响，由原始信号得到的包络信号的两端

会出现很大的波动，如图４中虚线所示。由延拓信

号得到的包络信号波动较小，如图４中实线所示。

图４　包络信号对比图

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｅｎｖｅｌｏｐｅｓｉｇｎａｌｓ

图５为由原始信号和延拓信号得到的瞬时无阻

尼固有频率。由图５可知，利用延拓信号得到的瞬

时无阻尼固有频率的波动较小。

图５　瞬时无阻尼固有频率的对比图

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓｕｎｄａｍｐｅｄｎａｔｕｒａｌ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

对图５中的特征曲线进行多项式拟合，根据式

（７）可以求出式（２）的参数值犽１ 和犽３，如表１所示。

由表１可知，由延拓信号得到的参数估计值更加准

确。如果已知扭杆刚度系数犓１ 的值，那么根据公

式犑＝犓１／犽１ 即可求出被测物体的转动惯量。

表１　模型参数估计的仿真结果

犜犪犫．１　犛犻犿狌犾犪狋犻狅狀狉犲狊狌犾狋狅犳犿狅犱犲犾狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊

参数 标准值
延拓信号的

估计结果

原始信号的

估计结果

犽１／（ｒａｄ
－１·ｓ－２） ５．００００ ５．０００１ ４．９８６０

犽３／（ｒａｄ
－３·ｓ－２）－２０．００００ －１９．７５６２ －２２．６８８３

３　试验验证

图６为基于气浮转台的扭摆振动系统。由于系

统采用气浮转台，因此避免了机械摩擦力对扭摆振

动的影响。气浮转台的半径为３２５ｍｍ。扭摆振动

的角位移信号可以由光栅位移传感器测量，信号的

采样频率为３００Ｈｚ。两个相同的试验样件对称地

放置在转轴的两侧，从而防止转轴发生倾斜。试验

样件的阻尼板可以增强空气阻尼的效果。通过理论

计算，两个试验样件关于转轴的转动惯量理论值为

５３．９０５６ｋｇ·ｍ
２。在空载条件下，气浮转台的转动

惯量为犑０＝９４．７５６８ｋｇ·ｍ
２。经过标准砝码标定，

扭杆的刚度系数为 犓１＝４６７．１７０２Ｎ·ｍ／ｒａｄ，

犓３ ＝－２２１１．７８６８Ｎ·ｍ／ｒａｄ
３。

图６　基于气浮转台的扭摆振动系统

Ｆｉｇ．６　Ｔｏｒｓｉｏｎｐｅｎｄｕｌｕｍｓｙｓｔｅｍｂａｓｅｄｏｎａｉｒｈｏｖｅｒｅｄ

ｔｕｒｎｔａｂｌｅ

试验样件的角位移信号θ（狋）如图７所示。利用

式（６）可以求出扭摆振动的瞬时无阻尼固有频率，如

图８所示。对图８中的曲线进行多项式拟合，根据式

（７）可以求出式（２）的参数值犽１＝３．１３６１ｒａｄ
－１·ｓ－２。

由于已知刚度系数 犓１ 和空载条件下的转动惯量
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图７　角位移试验信号

Ｆｉｇ．７　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｉｇｎａｌｏｆａｎｇｕｌａｒｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

犑０，那么两个试验样件关于转轴的转动惯量估计值

为犑＝犓１／犽１－犑０＝５４．２０８５ｋｇ·ｍ
２，相对误差为

０．５６％。

图８　瞬时无阻尼固有频率的试验结果

Ｆｉｇ．８　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｏｆｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓｕｎｄａｍｐｅｄ

ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

４　结束语

笔者考虑了非线性阻尼和非线性刚度对扭摆振

动的影响，建立了扭摆振动微分方程。利用 Ｈｉｌｂｅｒｔ

变换识别物体的转动惯量，利用数值仿真验证了转

动惯量识别方法的正确性。最后，利用基于气浮转

台的扭摆系统对试验样件的转动惯量进行识别，其

转动惯量估计值的相对误差小于１％，从而验证了

该识别方法的有效性。
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