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摘要　针对传统轧机主传动系统模型忽略位移延时的缺点，在考虑轧辊与轧件间的非线性摩擦力、阻尼、刚度和系

统延时的基础上，建立了轧机主传动非线性延时系统的数学模型。分析了系统的局部稳定性和 Ｈｏｐｆ分岔的存在

性，从理论上得到了系统产生 Ｈｏｐｆ分岔的延时临界值，通过采用１１５０型初轧机的实验数据进行对比仿真，证明了

实验系统所建模型的正确。从得到的轧机主传动位移延时反馈系统的时间历程图、相图以及分岔图，验证了时延

就是一个分岔参数，当时延的取值超过临界值时，轧机主传动位移延时反馈系统产生了 Ｈｏｐｆ分岔，从而得出了从

生产工艺的角度加大轧制速度可以避免延时产生的不良影响，为进一步研究、控制轧机主传动系统提供了新思路。
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引　言

随着钢铁工业的高速发展，近些年我国钢产量

不断提升，２０１１年粗钢产量已接近全球总产量的

５０％，但钢材产品质量只有约３０％可以达到国际先

进水平，其中钢材的表面质量、厚度偏差、板形指标

等均与国外先进钢铁企业存在较大差距。究其原因

发现高速轧制过程中频繁出现的轧机振动现象是制

约钢铁工业产品质量的重要因素之一。特别是各种

非线性因素引起的轧机主传动系统的混沌、分岔等

现象尤为重要。因此，如何建立适合于工业现场的

轧机传动系统数学模型，并对其非线性特性进行合

理、有效的分析，为抑制非线性振动提供方法和指

导，是提高产品表面质量的关键。

在以往建立的轧机主传动系统模型中，大多是

以建立线性模型来分析系统特性的，大致分为单质

量线性模型，两质量线性模型和多质量线性模型［１］。

随着近来有关机械系统非线性振动问题的深入研

究，非线性振动理论也开始广泛应用于对轧机系统

的研究中。文献［２］建立了考虑可动边界和间隙的

一自由度非线性振动系统，文献［３］把非线性阻尼和

刚度作为重要因素而建立了两惯量轧机主传动系统

非线性振动模型。随着振动形式的复杂和多样化，

研究发现实际的机电系统可能存在多种振动形式的

耦合［４６］，文献［７］考虑轧制力的影响因素建立了轧

机垂扭耦合系统动力学模型，并对其稳定性进行分

析。以上的各种非线性模型主要是将摩擦力、传动

间隙、阻尼和刚度等其中的一到两个作为非线性因

素考虑。但是，连轧机考虑前后张力差造成的阻力

矩影响时，轧机传动系统的延时环节是客观存在的，

已有传动系统模型已无法解释较为复杂的振动形

式，如延时导致的系统分岔等振动现象。

为此，首先将系统延时、非线性摩擦力、阻尼和

刚度综合考虑，建立了轧机主传动非线性延时系统

数学模型；然后，对系统的局部稳定性和 Ｈｏｐｆ分岔

的存在性进行了分析，得到了系统产生 Ｈｏｐｆ分岔

的延时临界值，通过实验仿真验证了理论分析是正

确的；最后讨论延时变化对轧机主传动位移延时反

馈系统的影响，给出了避免延时产生不良影响的

措施。

１　轧机主传动非线性延时系统数学

模型

　　首先将轧机主传动系统简化为如图１所示的一

个集中质量的质量弹簧系统［２］。其中：犽１ 为刚度系

数；犮为阻尼系数；犜ｆｒｉｃｔｉｏｎ为由摩擦阻力变化产生的

力矩；犜犣 为前后张力差所造成的阻力矩。

摩擦阻力矩犜ｆｒｉｃｔｉｏｎ可表示为

 河北省自然科学基金资助项目（Ｆ２０１００００９７２）

收稿日期：２０１２１００８；修回日期：２０１３０７０３



图１　轧机主传动位移延时反馈力学模型
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ｔｅｍ

犜ｆｒｉｃｔｉｏｎ＝μ（狏狉）犘狉犪 （１）

其中：μ（狏狉）为粘滑摩擦因数；犘为轧制力；狉犪 为轧

辊半径。

当轧辊与轧件之间为粘滑摩擦作用时，粘滑摩

擦因数μ（狏狉）狏狉≠（ ）０ 可近似采用下式表示［８］

μ＝μ狊ｓｉｇｎ（狏狉）－α狏狉＋β狏
３
狉 （２）

其中：狏狉为轧件与轧辊的相对速度。

在动坐标系下取轧辊转角θ为变量，且θ０＝ω０，

轧件与轧辊的相 对 速 度 为 狏狉 ＝θ狉犪 －ω０狉犪 ＝

θ－ω（ ）０ 狉犪 ，将其代入式（２）有

μ＝μ狊ｓｉｇｎ（狏狉）－α（
θ－ω０）狉犪＋β （

θ－ω０）狉［ ］犪
３

（３）

　　设前后卷取机各项参数相同，当振动发生时，卷

取机对工作辊的响应均具有时间滞后τ，并设前滑

系数犛犺＝０。

根据张力方程

ｄ狇犳
ｄ狋
＝
犈
犔
（狏犳－狏２）＝

犈狉犪
犔
［θ（狋－τ）－θ（狋）］（４）

狇犳＝
犈狉犪
犔
［θ（狋－τ）－θ（狋）］＋犇１ （５）

ｄ狇犫
ｄ狋
＝
犈
犔
（狏１－狏犫）＝

犈狉犪（１－犚）

犔
［θ（狋）－θ（狋－τ）］

（６）

狇犫＝
犈狉犪（１－犚）

犔
［θ（狋）－θ（狋－τ）］＋犇２ （７）

其中：狏犳，狏犫 为前后卷取机卷取速率；狏１，狏２ 为进出

口带速；犈为弹性模量；犔为两机架间间距；犚为压

下率，犚＝
狔１－狔２

狔１
，狔１，狔２ 分别为轧件入口和出口

厚度。

由前后张力差造成的阻力矩犜狕 为

犜狕＝（犜犫狏１－犜犳狏２）／θ＝犜犫狉犪
狔２

狔１
－犜犳狉犪＝

狔２狉犪犅（狇犫－狇犳）＝
（２－犚）犈狉

２
犪狔２犅

犔
［θ（狋）－

θ（狋－τ）］＋犇３ （８）

其中：犇１，犇２，犇３为积分常数；犜犳，犜犫为进出口总张

力；犅为轧件宽度；狉犪 为轧辊半径。

狋＝０时，犜狕＝（犜犫－犜犳）狉犪；狋＝０时，θ（０）＝θ（－

τ）。

将初始条件代入式（８）得

犜狕＝
（２－犚）犈狉

２
犪狔２犅

犔
［θ（狋）－θ（狋－τ）］＋

（犜犫－犜犳）狉犪 （９）

　　考虑到作用在轧辊上的力矩平衡，得到轧辊的

运动微分方程为

犑̈θ＋犮θ＋犽１θ＝－犜ｆｒｉｃｔｉｏｎ－犜狕＝

－（μ狊ｓｉｇｎ（狏狉）－α（
θ－ω０）狉犪＋

β （
θ－ω０）狉［ ］犪

３）犘狉犪－

（２－犚）犈狉
２
犪狔２犅

犔
［θ（狋）－θ（狋－τ）］－（犜犫－犜犳）狉犪＝

－μ狊ｓｉｇｎ（狏狉）犘狉犪＋α犘狉
２
犪（θ－ω０）－β犘狉

４
犪（θ－ω０）

３
－

（２－犚）犈狉
２
犪狔２犅

犔
［θ（狋）－θ（狋－τ）］－（犜犫－犜犳）狉犪

（１０）

　　令狆＝
（２－犚）犈狉

２
犪狔２犅

犔
，犽＝犽１＋狆，将式（１０）

展开且合并同类项有

犑̈θ＋犽θ＋（犮－犮′）θ－３β犘狉
４
犪ω０θ

２
＋

β犘狉
４
犪
θ
３
＋α犘狉

２
犪ω０－β犘狉

４
犪ω
３
０＋

μ狊ｓｉｇｎ（狏狉）犘狉犪＝狆θ狋－（ ）τ －（犜犫－犜犳）狉犪（１１）

其中：犮′＝α犘狉
２
犪－３β犘狉

４
犪ω
２
０。

考虑到常数项并不影响系统的动态变化规律，

为了系统动态特性分析方便，在此略去常数项的影

响［２］，则得到

犑̈θ＋犽θ＋（犮－犮′）θ－３β犘狉
４
犪ω０θ

２
＋β犘狉

４
犪
θ
３
＝

狆θ狋－（ ）τ （１２）

　　令ω
２
＝
犽
犑
，ξ１＝

犮
犑
，ξ′＝

犮′
犑
，α′＝

α犘狉
２
犪

犑
，β′＝

β犘狉
４
犪

犑
，狆′＝

狆
犑
。则式（１２）可化为

θ̈＋ω
２
θ＋（ξ１－ξ′）

θ－３β′ω０
θ
２
＋β′
θ
３
＝

狆′θ狋－（ ）τ （１３）

　　令ζ＝ω
２，ξ＝ξ１－ξ′，η＝－３β′ω０，则式（１３）可

变为

θ̈＋ζθ＋ξ
θ＋η

θ
２
＋β′
θ
３
＝狆′θ狋－（ ）τ （１４）

　　令狓１＝θ，狓２＝θ，则将式（１４）化为二维方程组

狓１＝狓２

狓２＝－ξ狓２－η狓
２
２－β′狓

３
２－ζ狓１－狆′狓１狋－（ ）

烅
烄

烆 τ

（１５）

即为轧机主传动非线性延时系统的微分方程组。
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２　局部稳定性和 犎狅狆犳分岔存在性

分析

　　将带有时延的系统方程，通过分析其线性化方

程对应的超越特征方程，来确定系统的零解的局部

稳定性。当时延穿过某些特定值时，系统会产生

Ｈｏｐｆ分岔，对时延系统（１５）存在以下定理。

定理：在ξ＞０且τ＞０的前提下，当τ∈

０，τ［ ）０ 时，τ
０ 由式（１９）所确定，系统（１５）的平衡点

是局部渐进稳定的，当τ∈ τ
０，＋∞（ ）时，平衡点不

稳定，系统（１５）在τ＝τ
０ 时产生 Ｈｏｐｆ分岔，出现周

期解。

证明：由式（１５）可见系统的唯一平衡点为犈０＝

０，（ ）０

平衡点处线性化可得

狓１＝狓２

狓２＝－ξ狓２－ζ狓１－狆′狓１狋－（ ）｛
τ

对应的特征方程为

λ
２
＋ξλ＋ζ＋狆′犲

－τλ
＝０ （１６）

　　１）在τ＝０没有时延的情况下，由式（１６）求出

方程的根λ＝
－ξ± ξ

２
－４ζ＋（ ）槡 狆′
２

。

如果ξ＞０，λ具有负实部，系统具有稳定的零

解，则平衡点是渐近稳定的；如果ξ＜０，系统将出现

稳定的周期解。

在接下来的讨论中，一直假设ξ＞０。

在考虑时延之前，先引入如下引理，这个引理在

文献［９］中已被Ｒｕａｎ和 Ｗｅｉ证明。

引理：对于考虑如下指数多项式

犘λ，ｅ－λτ１，…，ｅ－λτ（ ）犿 ＝λ
狀
＋狆
（）０
１ λ

狀－１
＋…＋

狆
（）０
狀－１λ＋狆

（）０
狀 ＋

狆
（）１
１ λ

狀－１
＋…＋

狆
（）１
狀－１λ＋狆

（）１

熿

燀

燄

燅狀

ｅ－λτ１＋

…＋ 狆
（）犿
１ λ

狀－１
＋…＋狆

（）犿
狀－１ λ＋狆

（）犿［ ］狀 ｅ－λτ犿

其中：τ犻≥０，狆
（）犻
犼 犻＝０，１，…，犿；犼＝１，２，…，（ ）狀 为

常量。

随 着 τ１，τ２，…，τ（ ）犿 的 改 变，当 且 仅 当

犘λ，ｅ－λτ１，…，ｅ－λτ（ ）犿 犘 的零点出现在虚轴或穿过虚

轴时，犘λ，ｅ－λτ１，…，ｅ－λτ（ ）犿 在右半平面内零点的总

和才会发生改变。

２）在τ ＞ ０ 存 在 时 延 的 情 况 下，设 λ ＝

ｉωω＞（ ）０ 是方程的根，代入式（１６），通过分离实部

与虚部可得，

ω
２
＝狆′ｃｏｓτω＋ζ

ξ
狆′
ω＝ｓｉｎ

烅

烄

烆
τω

（１７）

　　由于τ＞０，故可消除τ，整理为

ω
４
＋ ξ

２
－２（ ）ζω

２
＋ ζ

２
－狆′（ ）２ ＝０ （１８）

　　式（１８）的根为ω
２
＝
１

２ －犈± 犈２－４槡［ ］犉 ，其中

犈＝ξ
２
－２ζ，犉＝ζ

２
－狆′

２。ω
２ 要存在实根必须满足

犈２－４犉＞０，所以方程只有一个正根ω＋＝

槡２
２ －犈＋ 犈２－４槡［ ］犉

１
２ ，将ω＝ω＋ 代入式（１７）

τ犼＝
１

ω＋
ａｒｃｃｏｓ

ω
２
＋－ζ
狆（ ）′

＋
２ｊπ

ω＋
　（犼＝０，１，…） （１９）

　　根据上面的分析可知，在τ犼 处，式（１６）有一对

纯虚根±ｉω＋ ，设 （）λτ ＝β（）τ ＋ｉ （）ωτ 为方程的根，

则βτ（ ）
犼 ＝０，ωτ（ ）犼 ＝ω＋ ，将 （）λτ 代入式（１６），并对

τ取微分，化简整理得

ｄλ
ｄτ
＝

狆′λｅ
－λτ

２λ＋ξ－狆′τｅ
－λτ

　　当λ＝ｉω＋，τ＝τ
０ 时（其中τ

０ 为τ犼的最小值）

ｄλ
ｄτ

λ＝ｉω
＋

τ＝τ０

＝

狆′ｉω＋ ｃｏｓω＋τ（ ）０ －ｉｓｉｎω＋τ（ ）［ ］０

ξ＋２ｉω＋ －狆′τ
０ ｃｏｓω＋τ（ ）０ －ｉｓｉｎω＋τ（ ）［ ］０ ＝

狆′ω＋ｓｉｎω＋τ（ ）０ ＋狆′ｉω＋ｃｏｓω＋τ（ ）０

ξ－狆′τ
０ｃｏｓω＋τ（ ）０ ＋ｉ２ω＋ ＋狆′τ

０ｓｉｎω＋τ（ ）［ ］０

　　进一步可以得到

ｄλ
ｄ［ ］τ λ＝ｉω

＋

τ＝τ
０

＝ 烅
烄

烆
Ｒｅ

狆′ω＋ｓｉｎω＋τ（ ）０ ＋狆′ｉω＋ｃｏｓω＋τ（ ）［ ］０

ξ－狆′τ
０ｃｏｓω＋τ（ ）［ ］０ ２ ×

ξ－狆′τ
０ｃｏｓω＋τ（ ）０ －ｉ２ω＋ ＋狆′τ

０ｓｉｎω＋τ（ ）［ ］｛ ｝０

２ω＋ ＋狆′τ
０ｓｉｎω＋τ（ ）［ ］

烍
烌

烎
０ ２ ＝

ξ狆′ω＋ｓｉｎω＋τ（ ）０ ＋２狆′ω２
＋
ｃｏｓω＋τ（ ）０

ξ－狆′τ
０ｃｏｓω＋τ（ ）［ ］０ ２ ２ω＋ ＋狆′τ

０ｓｉｎω＋τ（ ）［ ］０ ２＝

　
狆′ω＋ｓｉｎω＋τ（ ）０ ＋狆′ｉω＋ｃｏｓω＋τ（ ）［ ］０

ξ－狆′τ
０ｃｏｓω＋τ（ ）［ ］０ ２ ＞０ （２０）

　　将τ看作参数，由于在τ＝０时，λ具有负实部，

系统具有稳定的零解，平衡点是渐近稳定的，并且在

τ
０处，式（１６）才有一对纯虚根±ｉω＋ ，即τ＝τ

０ 时零

点才 出 现 在 虚 轴 上。根 据 引 理 可 知，当 τ ∈

０，τ（ ）０ 时，在右半平面内零点的总和不会发生改

变，即当τ∈ ０，τ［ ）０ 时，式（１６）所有特征根都具有

负实部，系统的平衡点是局部渐近稳定的。

当τ＝τ
０ 时，平衡点对应的特征方程出现正实

部的 特 征 根，并 且 由 式 （２０）可 知，当 τ ∈

τ
０，＋∞（ ）时，特征根的实部均为正，说明此时平衡

点不稳定。

综上所述，特征根为复数，且实部由负变正，说

明系统在τ＝τ
０ 时产生Ｈｏｐｆ分岔，出现周期解

［１０］。
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３　数值仿真研究

为了验证理论分析的正确，采用文献［２］所研究

的１１５０型初轧机的实验数据进行数值仿真：

犑＝０．２８２ｔｍｓ
２，主传动系统的扭转刚度犽１＝

０．２９６×１０
４ｔｍ／ｒａｄ，轧辊直径犇＝０．９４５ｍ，阻尼

系数犮＝１７５００Ｎ·ｍ·ｓ／ｒａｄ，临界转速为０＝６．１，

取转速为ω０＝８．０＞０＝６．１，犘＝９００ｔ。

在考虑动摩擦因数时，取α＝０．０６，β＝０．００２４，

经计算得，ξ１＝６２．０６，ω
２
＝１０４９６．４５，ω＝１０２．５，

狆′＝３１９１．４９，α′＝
１２．０６

０．２８２
＝４２．７６６，β′＝

０．１０８

０．２８２
＝

０．３８３，ξ′＝
犮′
犑
＝α′－３β′ω

２
０。

取ω０＝８．０，由式（１９）可以计算出τ
０
＝０．０３０６，

根据定理当τ＝τ
０时，系统（１５）产生Ｈｏｐｆ分岔。图

２～３分别为τ＝０．０２ｓ时，系统的时间历程图和相

图。图４～６分别为τ＝０．０５ｓ时系统的时间历程

图、相图及分岔图。

文中所建立的实验系统与文献［２］所建立的实

图２　当τ＝０．０２ｓ时系统的时间历程图

Ｆｉｇ．２　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｄｉａｇｒａｍｏｆｓｙｓｔｅｍａｔτ＝０．０２ｓ

图３　当τ＝０．０２ｓ时系统的相图

Ｆｉｇ．３　Ｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆｓｙｓｔｅｍａｔτ＝０．０２ｓ

图４　当τ＝０．０５ｓ时系统的时间历程图

Ｆｉｇ．４　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｄｉａｇｒａｍｏｆｓｙｓｔｅｍａｔτ＝０．０５ｓ

验系统最大的区别就是考虑了时延τ的影响，从数

值仿真的结果来看，当时延常数较小时，即τ＝０．０２

＜τ
０，文中所得到的相图（图３）与文献［２］得到的相

图完全一致，从而证明了文中实验系统所建模型是

正确的。

从图２～５可以看出，当τ＝０．０２＜τ
０ 时，平衡

点是局部渐进稳定的；当τ＝０．０５＞τ
０时，平衡点失

去稳定性，出现周期解，整个系统已经处于不稳定状
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图５　当τ＝０．０５ｓ时系统的相图

Ｆｉｇ．５　Ｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆｓｙｓｔｅｍａｔτ＝０．０５ｓ

图６　分岔图

Ｆｉｇ．６　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍ

态。由此可以得出延时τ的取值，对系统的稳定性

具有重要影响。

为了能直观地了解延时τ对该系统的影响，图

６给出了通过逐次改变延时τ的大小得到的角位移

θ随τ在０～０．０８之间变化的分叉图，可以看出，当τ

∈ ［０．０３，０．０７］之间时，出现了分岔现象。可见，

Ｈｏｐｆ分岔来自平衡点的稳定性切换，而时延τ的取

值又决定了方程特征根λ的性质，从而引起了系统

平衡点的稳定性切换的取值不同，故延时τ就是一

个分岔参数。当时延穿过某些特定值时，系统就会

产生Ｈｏｐｆ分岔，出现周期解，从而对系统的稳定性

造成不良影响，这与文献［１１１３］的研究结果相

吻合。

文献［２］在探讨Ｈｏｌｆ分岔时采用的是将非线性

微分方程组化简为线性近似方程，分析摩擦系数在

不同条件下的奇点位置，进而从理论上推导出系统

可能出现极限环，产生 Ｈｏｌｆ分岔。而文中所讨论的

是时延τ这个参数对系统的影响，不仅从理论上证

明了时延τ的取值不同，系统会出现 Ｈｏｌｆ分岔，而

且通过数值仿真结果进一步验证了时延τ就是一个

分岔参数，当时延τ的取值超过临界值τ
０时，会产生

Ｈｏｐｆ分岔，从而更有力的佐证了文献［２］的推论。

由于在该系统中延时τ的定义式是τ＝犔／狏，其

中犔为两机架间间距，狏为轧件运动速度，因此从生

产工艺的角度而言，当两机架间距犔固定时，要想

避免分岔现象的产生，可以改变轧机运动速度狏来

改变τ值，通过加大轧制速度，使延时值尽可能的减

小，以避免延时产生不良影响。

４　结　论

１）对传统轧机主传动系统的数学模型进行了

新的探讨，将系统延时、非线性摩擦力、阻尼和刚度

综合考虑，建立了轧机主传动非线性延时系统的数

学模型。

２）分析了轧机主传动系统的局部稳定性和

Ｈｏｐｆ分岔的存在性，从理论上得到了产生 Ｈｏｐｆ分

岔的延时临界值。

３）通过采用１１５０型初轧机的实验数据进行数

值仿真得出的时间历程图、相图及分岔图，验证了当

τ＝τ
０ 时，轧机主传动位移延时反馈系统产生了

Ｈｏｐｆ分岔，有力地佐证了文献［２］的推论。最后，从

生产工艺的角度得出了加大轧制速度可以避免延时

产生不良影响。
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