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摘要
"

基于功能材料的复合悬臂梁涉及多物理场耦合"其本构关系的非线性影响悬臂梁的输出及控制精度"采用

>4-6?(-2@

A

B0115

自由能关系建立压电材料的非线性本构模型%基于
C(-2@6,++

原理"该模型的内核函数由热能和

B0115

能量平衡决定%将模型与悬臂梁结构进行耦合"利用边界和初始条件导出压电复合悬臂梁的强解形式"并对

强解进行弱化"采用
B,-4*D0+

法对弱解进行离散化"利用三次
C

样条函数得到悬臂梁的数值解%研究结果表明"与

已有文献的实验进行比较"所建立的压电材料非线性本构模型能够较好地预测复合悬臂梁的行为%

关键词
"

压电复合悬臂梁&自由能模型&

C(-2@6,++

原理&三次
C

样条

中图分类号
"

E>&"$:$

引
"

言

复合悬臂梁是将功能材料#压电材料'

&

(

!磁致伸

缩材料等$与悬臂梁结构进行复合而成的一种智能

型器件"是精密位移驱动和控制中的一类基础结构"

其模型涉及智能材料的本征非线性与悬臂梁机械模

型的耦合%

目前"关于功能材料本征非线性模型的研究主

要集中在其形变与电场!磁场!应力场之间的依赖关

系上"主要模型有
F*405,<?

模型!

'0-45

A

G2?4*2(+

模

型等%

F*405,<?

模型通过对多个连续的基本磁滞环

单元累积确定输出'

$

(

"是一种基于积分计算的纯数

学工具"无法描述磁致伸缩行为与外部热力场及应

力场的关系%另外"该模型需要识别大量非物理参

数"执行时间长%

'0-45

A

G2?4*2(+

磁滞模型是一种基

于铁磁材料畴壁理论建立起来的磁滞模型'

!

(

"将材

料的极化#磁化$过程分为可逆与不可逆两部分"然

后求和得到材料的总体极化#磁化$曲线"但是在复

杂的条件下不能准确地重复磁滞曲线过程和处理小

滞环%

H602?

等'

"

(运用
>4-6?(-2@

A

B0115

自由能关

系提出一种迟滞模型"它考虑实际材料的非均质性

及内部有效场的非恒定性"采用随机分布函数"导出

有关电场#磁场$强度与局部极化#磁化$强度的迟滞

关系模型%

笔者以压电复合悬臂梁为对象"运用自由能模

型"采用
>4-6?(-2@

A

B0115

自由能关系"结合
C(-2@

A

6,++

统计学分布理论"模拟极化强度和电场强度

的迟滞模型"推导出压电材料的非线性本构关系%

然后"将此关系与机械悬臂梁结构进行耦合"通过边

界条件得出复合悬臂梁的强解形式"并使用权重函

数对强解进行弱化"采用
B,-4*D0+

法对弱解进行离

散化"利用三次
C

样条函数求出离散化的复合悬臂

梁数值解%

!

"

压电材料的自由能模型

!:!

"

压电陶瓷材料的局部本构关系

""

根据文献'
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能量表达式如下
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其中)

!

为极化强度%

如图
&

所示"图
&

#

,

$为
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能量
!

和

B0115

能量
'

随电场强度
(

变化图#

(

$

)

(
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图
&
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$为局部平均极化强度
!

发生突变图#

(
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&

为稳定区域与不稳定区域的正拐点"

!

$

为

>4-6?(-2@

能量
!

局部最小时的极化值且大于
%

"

"

为图
&

#

1

$中发生突变后
!*(

关系斜率的倒数%

图
&

"

能量#

!

"

'

$和极化强度与电场强度的关系
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当应力
#

Q%

时的
B0115

能量最小关系为
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其中)

(!

为此时的静电能%

!"#

"

考虑
$%&'()*++

原理的极化内核

当考虑热弛豫时"量化
!

可以采用
C(-2@6,++

统计方程"它平衡了
B0115

能量和相关的热能
+,

*

-

"取得一个能级
'

的概率密度的具体表达式
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其中)
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为
C(-2@6,++

常量&

.

为所有可能取向偶极

子的概率密度常量%

根据文献'

#

(描述"负的和正的偶极子取向分别

表示为
0

R

和
0

S

"相应的偶极子分数可以表示为
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R

Q0

R
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"其相应关系为

1

%

#

1

#

"

&

#

"

$

即
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R

S0

S

Q0

%同时平均的极化值和正负偶极

子有关"通过
!

' (

S

和
!

' (

R

来表示%从负偶极子切

换到正偶极子的概率通过
2RS

来表示"反过来通过

2SR

来表示%为了描述方程#

!

$"假设
(

)

%

和

'

#

!

S

60+

$

%

'

#

!

R

60+

$

#

'

#

!

%

$"这里
!

%

是指如图
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所
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的不稳定平衡状态"相应的最小值为
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从式#
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$可以看出"对
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来说"
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的概率密度函数可以表示为
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其中
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对分段二次
>4-6?(-2@

函数
!

来说"式#

#

$和

式#

U

$阐明了
C(-2@6,++

密度的高斯分布行为"

式#

J

$阐明
%

$ 和相关的热能
+,

*

-

成比例"从物理

学角度解释为较低的热能暗含更少的偶极子达到了

克服能量位垒所需要的能量%

对一个统一的晶格来说"局部的平均磁化'
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偶极子分数的变化通过微分方程做如下量化
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所期望的极化值可以通过乘积
!

$

# $# $
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获

得"其关系如下
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为了能够具体进行计算"不稳定平衡
!

%

常常

被正的和负的拐点取代"方程如下
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式#

&&

$的分母是式#

!

$中
.

的估计"即当评估

完所有的允许状态时"保证积分是一个统一的整体"

通过限制被积函数成为一个分段函数"这样就简化

了整个积分%当考虑力
+

'

*

+

!

时"最大恢复力发生

在
!

&

和
R!

&

%

当获得足够的能量时"偶极子从正方向向负方

向突变的概率和相反情况下的概率为
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式#

&$

$中"

'

为一个很小的正数常量"积分的商是

一个概率"弛豫的时间
&

是偶极子试着突变频率的倒

数"这 里
&

$ 与 相关的热能成反比"即
&

#

,

$

Q

&

&

-

*槡 +,

"因此提高温度会导致热弛豫行为的提高%

!",

"

宏观极化模型

首先"由于材料或应力的非均匀性"杂质!晶粒

边界!各向异性等整合晶格变化会导致
>4-6?(-2@

或
B0115

能量发生变化"为结合这些变化"考虑局部

矫顽场为
(

)

Q

"

#

!

$

R!

&

$"它表明是一个函数分布

而不是常量"由
4

&

表示相关的密度%

其次"在晶格中考虑有效场的变化'

U*=

(

"应用外

部电场
(

由于相邻的偶极子的机电相互作用产生

一个电场
(

&

而倍增"当微电能量分析能够量化这

些机制时"假设有效场
(

/

Q(S(

&

"它是关于应用外

部电场的潜在密度
4

$

的分布"为了保证集成的分段

线性内核服从于有限极化值"设一个可供选择的密

度
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和
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因此"极化模型为
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机电耦合本构关系

结合弹性效应和机电耦合关系的
B0115

能量关

系为
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其中)方程右边前
"

项为
>4-6?(-2@

能量&最后一项

#'

为弹性能&

(

6

为材料的弹性模量&

*

&

和
*

$

为铁弹

性耦合系数%

为了获得弹性本构关系"由平衡条件
+
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当
!Q%

时"式#

&#

$就简化成胡克定律%为了

考虑材料的内部阻尼"假设
!Q%

时应力和应变服

从开尔文
*

沃伊特阻尼假设"即是线性关系"则本构

关系为
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即式#

&J

$和式#

&"

$构成了材料的非线性本构关系%

由式#

&"

$可得到如图
$

所示的极化强度与电场

强度的关系"它提供了大范围对称性和偏置次滞环行

为的能力%从图
!

显示的极化强度中可以看出"误差

能通过
P!

的限制在某些区域进行高效率的线性化%

图
$

"

极化强度与电场强度的关系
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压电复合悬臂梁的动力学模型

悬臂梁结构如图
"

所示"其宽度为
5

"长度为
9

"

压电层的厚度为
:

;

"基底的厚度为
:

2

"

<

=

表示中性

层"设压电层和基底接触面
>Q%

%

结合非线性方程#

&J

$并假设偏置极化为
!

$

"则

复合悬臂梁的应力关系如下
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极化强度的误差
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压电复合悬臂梁结构示意图
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整体力矩表达式为
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假设梁是平面应变"则
'
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"其中
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为中性面的曲率"根据力平衡方程得
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进而中性面的表达式为
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式#

&U

$和式#
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$的另外一种形式为
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分别为弹性应力!阻尼应力

和外部应力%同理
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分别为弹性力矩!阻力力矩和外部力矩%

设悬臂梁有一个等效弹性模量
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"根据力矩平

衡方程
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对于薄梁来说"
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相似的分析同样适用于阻尼力矩
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式#
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$中的阻尼耦合系数
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无法获得"因此"
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可以通过拟合方法进行求解%

外部力矩为
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在
1Q%

处为固定端"其边界条件为
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设梁符合欧拉
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贝努力梁假设)
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变形前垂直梁

中心线的平剖面"变形后仍然为平面#刚性横截面假
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变形后横截面的平面仍与变形后的轴线相
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弱解及其离散化的数值解

为对式#
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$进行离散化求解"定义空间

-

"

H

$

%

#

%

"

9

$

"

-

.

,

H

$

%

#

%

"

9

$

I

.

#

%

$

"

.

J

#

%

$

"

%

.

#

$#

$

""

方程两端乘以权重函数
.

"方程的弱解形式为
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利用三次
C

样条对式#

$J

$进行离散化"将复合

悬臂梁分成
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为了适应边界条件
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为了得到式#
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$的离散解"将其映射到空间
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数值算例

以文献'

&%

(所提供的压电悬臂梁为研究对象"

其参数如表
&

所示%

表
!

"

复合悬臂梁的基本参数

.*/"!

"

.01

2

*3*)1'134%56%)

2

%47'16*+'7&1813/1*)

参数*单位 模型及实验值

悬臂梁长度
9

*

6 %8%!

悬臂梁宽度
5

*

6 %8%&!

压电主动层厚度
:

;
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基底厚度
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压电层弹性模量
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基底弹性模量
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将参数代入式#

!&

$中"当输入电压的峰峰值分

别为
$I

"

I%

"

JI

和
&%%/

时"计算出悬臂梁自由端的

位移"并将计算结果与文献'

&%

(所提供的实验结果

进行比较"结果如图
I

所示%

图
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模型预测值和实验值
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从图
I

中可以看出"本研究的模型对压电复合

悬臂梁的迟滞非线性行为提供了较为准确的描述"

尤其是当峰峰值电压逐渐增大时"模型的预测更为

准确"这说明影响能量损失的主要是结构阻尼而不

是介电损耗%当对阻尼参数
)&

和刚度参数
(

6

&

进

行数值求解时"发现阻尼系数的数量级#

&%

RJ

$比刚

度系数的数量级#

&%

RI

$要小的多"这可能是阻尼系

数中没有考虑压电材料的黏弹性本质%

9

"

结
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$以压电复合悬臂梁为研究对象"采用
>4-6
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?(-2@
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B0115

自由能关系"结合
C(-2@6,++

统计学分

布原理"建立压电材料的非线性本构关系%

$

$将材料的非线性本构关系和悬臂梁进行耦

合"利用边界条件和初始条件求出复合悬臂梁的强

解形式"并使用权重函数对强解进行弱化"采用

B,-4*D0+

法对弱解进行离散化"利用三次
C

样条函

数求出复合悬臂梁的数值解%

!

$本研究的复合悬臂梁建模方法具有清晰的

物理背景"对其他具有迟滞特性的功能材料复合悬

臂梁的非线性建模亦可提供参考%
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