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摘要　采用有限单元方法，建立了质量慢变损伤转子系统动力学模型。将质量慢变转子系统推广为惯性损伤转子

系统，研究了质量慢变转子系统相位突变导致的动力学响应问题，对比研究了不同碰摩程度下质量慢变转子轴承

系统孪生碰摩损伤非线性动力学响应，结合三维轴心轨迹，指出考虑了质量慢变因素的碰摩损伤转子轴承系统时

频响应特点。所得结果为惯性损伤转子系统动力学研究和故障诊断提供了理论参考。
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引　言

在分离机械、纺织机械、起重机械、电动机械、发

电机械等领域中，作为机械主要部件的转子系统，由

于工作环境及工况要求导致转子质量在工作中不断

发生变化。如燃气轮机的转子叶片，工作中受到工

作介质的冲刷腐蚀、粘连堆积，导致叶片质量发生改

变。纺织机械中的转子部件，其质量随着缠绕其上

的织物或线纱的多少而随时间缓慢变化。传统上，

将这类转子系统称为慢变转子系统［１５］。在此基础

上，将转子质量、偏心等与惯性量相关的参量在转子

系统运转过程中随时间发生慢变或突变［６］的情况，

统称为惯性慢变损伤转子系统［７］。Ｃｖｅｔｉｃａｎｉｎ
［８９］研

究了质量慢变转子系统的非线性特性，包括其自激

振动和混沌运动等。王宗勇等［１０１２］研究了质量慢变

转子系统松动、碰摩故障下的周期运动和拟周期运

动。笔者将惯性慢变损伤转子系统进一步向更广义

的惯性损伤转子系统推广，研究了质量慢变转子系

统相位突变导致的动力学响应问题，对比研究了不

同碰摩程度下质量慢变转子轴承系统孪生碰摩损

伤非线性动力学响应，结合重分布小波尺度图和三

维轴心轨迹，指出考虑了质量慢变因素的碰摩损伤

转子轴承系统时频响应特点。

１　质量慢变转子系统非线性动力学响应

图１所示为含单一慢变质量的单转子轴承系

统有限元模型。其中转轴有限单元模型见图２。

图１　质量慢变转子有限元模型
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图２　转子轴段单元有限元模型
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转轴单元的广义坐标为两端节点的位移，仅考

虑弯截面横向位移和偏转角，忽略扭转变形和轴向

变形，则两端点的广义坐标为

狌犻＝ 狓犻 θ犻狓 狔犻 θ犻［ ］狔
Ｔ （１）
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狌犼＝ 狓犼 θ犻狓 狔犼 θ［ ］犼狔
Ｔ （２）

　　采用三次多项式插值函数的形函数矩阵，得到

相应的移动惯性单元矩阵 犕犲犜、转动惯性单元矩阵

犕犲犚、陀螺力矩矩阵犌
犲 和刚度单元矩阵犓犲

［７］。其

中：犾为单元的长度；犈犐为抗弯刚度；μ为单位长度

的质量；狉为单元半径。

设刚性圆盘的质量、过轴心的直径转动惯量和

极转动惯量分别为犿，犑犱 和犑狆，圆盘的广义坐标为

狌犱＝ 狓犱 θ犱狔 狔犱 θ［ ］犱狓
Ｔ。圆盘的质量和陀螺力矩

如下

犕犱＝
犿 ０

０ 犑

熿

燀

燄

燅犱
（３ａ）

犌犱＝
０ ０

０ 犑

熿

燀

燄

燅狆

（３ｂ）

　　将图１所示的转子轴承系统划分为具有狀个

梁单元、狀＋１个节点的有限元模型。转盘质量和轴

承质量集中在相应节点上。组集各单元质量、刚度、

阻尼及陀螺力矩，构成转子系统的动力学模型为

犕̈狇＋犇狇＋犓狇＝犙 （４）

其中：犕 为质量矩阵；犇 为转子轴承阻尼和陀螺力

矩；犓 为刚度矩阵；犙 为由不平衡量等引起的激

振力。

考虑基于质量慢变模型 犿（τ）＝犿０（１＋

λｃｏｓω犿τ）的慢变转子系统，当给定模型参数犿０＝

１ｋｇ，ω犿＝１００ｒａｄ／ｓ，ε＝０．１，λ＝０．５，转子轴系参数

半径犚＝１０ｍｍ，长度犔＝４８０ｍｍ，犲＝０．０００１ｍ，

弹性模量犈＝２．０６×１０１１ Ｎ／ｍ２ 时，求得系统固有

频率随质量变化范围为２６．４Ｈｚ＜犳０＜４１．５Ｈｚ。

对应圆盘质量矩阵随时间慢变，将系统单元总

质量矩阵圆盘节点处质量替换为时变质量，则系统

总质量矩阵即为时变矩阵。同样，考虑到不平衡力

和重力列阵，相对应的质量参数也为时变质量。

图３、图４分别给出了基于有限元模型的质量慢变转

子系统稳态转速为３５Ｈｚ时的时频响应曲线和重排

Ｍｏｒｌｅ尺度图。

图３　基于有限元模型的单质量慢变转子系统时频响应曲线（ω＝３５Ｈｚ，ε＝０．１）
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图４　单质量慢变转子系统重排 Ｍｏｒｌｅｔ尺度图

（ω＝３５Ｈｚ，ε＝０．１）
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ｔｅｍ ｗｉｔｈｓｌｏｗｌｙｖａｒｙｉｎｇ ｍａｓｓｂａｓｅｄｏｎＦＥＭ

ｍｏｄｅｌ（ω＝３５Ｈｚ，ε＝０．１）

　　从图中可以看出，基于有限元模型的质量慢变

转子系统响应较基于解析解的情况，从时域波形和

频谱图上看没有太大区别。不过从频谱图上发现，

位于低频处有低频成分１．５９Ｈｚ，该频率成分即为

时间狋尺度下，慢变质量模型的变化频率Δ犳＝ω犿ε／

２π，且高频部分以工频转速３５Ｈｚ为基准，以质量

变化频率Δ犳为增减量，依次向高频和低频方向延

伸。从系统重排 Ｍｏｒｌｅｔ尺度图中，可以看出系统频

率依然随时间作周期性波动，频率从低到高变化范

围为转子系统固有频率变化范围，且频率波动周期

犜＝２π／ω犿ε。从以上分析可以确定，基于有限元模

型的质量慢变转子模型比基于渐近法的慢变转子系

５３１１　第６期 于　涛，等：广义惯性损伤转子系统的非线性动力学



统解析解求法［４］更能体现频率的细节信号，且由于

系统响应不受解的逼近次数的限制，系统时频响应

更为真实。

２　质量慢变转子系统相位突变非线性

动力学响应

　　考虑质量慢变转子系统动力学方程

犕｛̈犡＋犻̈犢｝＋犆｛犡＋犻犢｝＋犓｛犡＋犻犢｝＝

｛犉狌狓 ＋犻犉狌狔｝ （５）

其中：犡＝｛狓１，θ狓１，…，狓狀，θ狓狀｝
Ｔ，犢＝｛狔１，θ狔１，…，狔狀，

θ狔狀｝
Ｔ 分别为转子狀个结点的狓 方向和狔方向横向

振动位移和转角组成的位移矢量；犕，犆，犓分别为转

子有限元模型的质量、阻尼和刚度矩阵；犉狌狓，犉狌狔分

别为转子狓方向和狔方向的不平衡力矢量。

犉狌狓 ＝犿ω
２ｃｏｓ（ω狋＋α）

犉狌狔 ＝犿ω
２ｓｉｎ（ω狋＋α

烅
烄

烆 ）
（６）

　　考虑转子系统相位突变，此处假设相位α突变

情况为由初始相位０°突变为π／２，且相位突变起始

时间为总时间的１／４处，结束时间为总时间的１／３

处。系统时频响应如图５、图６所示。从图５（ａ），

（ｂ）的时域信号可以看出，当相位由初始０°变为π／２

时，狔方向时域波形较狓 方向时域波形更为明显。

图５（ｃ）的轴心轨迹显示，当相位发生突变时，轴心

轨迹整体逆时针旋转。从图５（ｄ）的频谱图中看出，

相位突变并未导致频率成分的变化，与单纯质量慢

变转子系统频谱响应并无区别。但是从图６的重排

Ｍｏｒｌｅｔ尺度图中可以清楚地发现，当相位发生突变

时，即对应于时刻０．５ｓ（总时间历程的２．５ｓ时刻）

时，图中出现明显的频率冲击成分，且由于相位的突

变，导致突变至结束历程中时域峰值对应的频率幅

值明显高于其他频率成分。

３　质量慢变碰摩损伤转子轴承系统

非线性动力学响应

　　质量慢变转子系统运转时，由于质量的慢变导

致系统固有特性的时变和振幅的波动，这种波动在

很大程度上容易引起转子（转轴、叶轮）和静子（密

封、机匣）之间的碰摩，因此，在前述无碰摩质量慢变

转子系统的基础上，研究质量慢变情况下的碰摩损

伤转子系统的非线性动力学具有一定的工程实际和

理论意义。图７所示为碰摩转子轴承系统有限元

图５　质量慢变转子系统相位突变时频响应曲线

（ω＝３５Ｈｚ，ε＝０．１）

Ｆｉｇ．５　Ｔｉｍｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ

ｓｌｏｗｌｙｖａｒｙｉｎｇｍａｓｓｗｈｅｎｐｈａｓｅｃｈａｎｇｅａｂｒｕｐｔｌｙ

图６　质量慢变转子系统相位突变情况重排 Ｍｏｒｌｅｔ尺度图

Ｆｉｇ．６　ＲｅａｓｓｉｇｎｅｄＭｏｒｌｅｔｓｃａｌｏｇｒａｍｓｏｆｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍ

ｗｉｔｈｓｌｏｗｌｙｖａｒｙｉｎｇ ｍａｓｓｗｈｅｎｐｈａｓｅｃｈａｎｇｅ

ａｂｒｕｐｔｌｙ

模型。

对于Ｊｅｆｆｃｏｔｔ转子系统，当转子轴心位移小于

转静件间隙时，转静件不接触，没有碰摩力。当转子

轴心位移大于转静件间隙时转静件发生接触，产生

碰摩力。假定定子径向变形为线性变形，犽狉 为定子

径向刚度，转子与定子间的摩擦符合库仑摩擦定律，

摩擦因数为犳，并设初始时转子与定子之间的间隙

为δ，则碰撞力和摩擦力分别为
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图７　质量慢变碰摩转子轴承系统与碰摩力模型

Ｆｉｇ．７　Ｍｏｄｅｌｏｆｒｕｂｉｍｐａｃｔｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈｓｌｏｗｌｙ

ｖａｒｙｉｎｇｍａｓｓａｎｄｒｕｂｂｉｎｇｆｏｒｃｅｓ

犉狀＝０ （狉＜δ）

犉狀＝（狉－δ）犽狉 （狉≥δ）

犉犜＝犳犉狀 （狉≥δ

烅

烄

烆 ）

（７）

其中：犉狀 为径向碰撞力；犉τ 为切向摩擦力；狉＝

狓２＋狔槡
２，为转子的径向位移。

令φ为碰摩点的向径与狓 轴的夹角，在狓－狔

坐标系上，利用坐标变换

犉狓

犉
烅
烄

烆
烍
烌

烎狔
＝
－ｃｏｓφ 　ｓｉｎφ

－ｓｉｎφ －ｃｏｓ

熿

燀

燄

燅φ

犉狀

犉
烍
烌

烎
烅
烄

烆 τ

（８）

　　碰摩力为

　
犉狓

犉
烅
烄

烆
烍
烌

烎狔
＝烅
烄

烆
烍
烌

烎

０

０
　　　　　　　　　　 （狉＜δ）（９ａ）

　
犉狓

犉
烅
烄

烆
烍
烌

烎狔
＝－

（狉－δ）犽狉
狉

１ －犳

犳

熿

燀

燄

燅１
烅
烄

烆
烍
烌

烎

狓

狔
（狉≥δ）（９ｂ）

　　则系统动力学方程为

犕｛̈犡＋犻̈犢｝＋犆｛犡＋犻犢｝＋犓｛犡＋犻犢｝＝

　｛犉狌狓＋犻犉狌狔｝－｛犉犫狓＋犻犉犫狔｝＋｛犉狓＋犻犉狔｝ （１０）

　　为对比分析质量慢变对碰摩转子轴承系统非

线性动力学的影响，首先分析基于有限元模型的无

质量慢变碰摩损伤转子轴承系统非线性动力学响

应。对影响碰摩损伤转子系统非线性动力学响应的

诸多因素，如偏心量、摩擦因数、静子刚度、阻尼等，

已经作了大量的工作。此处以碰摩刚度为例，模拟

实际旋转机械中不同静子刚度（不同密封材料）的情

况，对无质量慢变碰摩损伤转子轴承系统进行讨

论。取转速为３５Ｈｚ，图８给出了不同碰摩刚度下

系统的响应。图８（ａ１），（ｂ１），（ｃ１）为无碰摩时转子

系统响应，从图中可以看出，随着静子刚度，即碰摩

刚度的增大，当静子刚度较小（小于１．７×１０４Ｎ／ｍ）

时，频谱图中显示单一工频成分为主，其对应的三维

轴心轨迹显示当发生轻微碰摩时，振幅减小，轴心轨

迹的形状没有明显改变。当静子刚度继续增大至

１．７×１０４Ｎ／ｍ时，图８（ｃ２）除工频和微弱的２倍频

外，出现了微弱的１／２倍频成分，表明随着静子刚度

的增加，碰摩程度也随之增强，其轴心轨迹单侧变

厚，表现出明显的碰摩转子系统行为迹象。随着静

子刚度进一步增大至犽狉＝２．０×１０
４Ｎ／ｍ时，轴心轨

迹出现明显的分频特性，表现在其频谱图中１／２倍

频成分越来越明显。如图８（ａ３）～（ｃ３）所示，轴心

轨迹呈现“双环”形状，与现场试验所得结果类似，表

明随着时间的推移，稳态运转下的碰摩转子轴承系

统轴心轨迹呈现时变的特性。静子刚度继续增大，

从图８（ａ４）～（ｃ５）可以发现，轴心轨迹出现与低静子

刚度类似的表现形式，但是其轴心轨迹相位，即碰摩

位置却发生变化。同时，除了１／２倍频成分继续占

主导地位外，出现了微弱的高次分频谐波成分，即

３／２倍频成分。当静子刚度达到３．４５×１０４ Ｎ／ｍ

时，轴心轨迹再次呈现出“双环”形状。频谱图中仍

以１／２倍频成分为主导，工频、３／２倍频、２倍频成分

共存。

　　在上述单纯碰摩损伤转子轴承系统的基础上，

继续讨论质量慢变情况下碰摩损伤转子轴承系统

的非线性动力学响应。给定质量慢变模型犿（τ）＝

犿０（１＋λｃｏｓω犿τ），模型 参数 犿０ ＝１ｋｇ，ω犿 ＝

１００ｒａｄ／ｓ，ε＝０．１，λ＝０．５，当转速为３５Ｈｚ时，系统

响应见图９。如图９（ａ１）～（ｅ１）所示，对于轴承油膜

力支撑的质量慢变转子轴承系统，其狔方向时域波

形较狓方向时域波形波动更为显著，轴心轨迹呈连

续椭圆状，且随时间作周期性的波动。其频谱图中

频率成分有明显的工频成分和时间狋尺度下的质量

慢变模型质量变化频率，即ω犿ε／２π＝１．５９Ｈｚ，较无

质量慢变无碰摩转子轴承系统响应（图８（ｃ１）），其

工频呈较明显的宽频特性。进一步与前面刚性支撑

下质量慢变转子系统动力学响应比较，可以发现

考虑了油膜力支撑的质量慢变转子轴承系统，由于
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图８　不同静子刚度情况下碰摩损伤转子轴承系统响应
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油膜力的软支撑特性，使得工频附近的对称频带消

失，取而代之的是较宽的工频频带基础。当静子刚

度为犽狉＝１×１０
４Ｎ／ｍ时，即碰摩从轻微程度开始发

生时，时域波形振动幅值减小，轴心轨迹向一侧倾

斜，频谱图中没有明显的频率成分变化，但出现了微

弱的２倍频成分。当静子刚度增至１．４×１０４Ｎ／ｍ

时，轴心轨迹倾斜更为明显，频谱图中增加了１／２倍

频成分，表明碰摩因素渐渐占据主导作用。随着静

子刚度的继续增大，当犽狉＝１．５×１０
４Ｎ／ｍ时，系统

时域信号变化剧烈，轴心轨迹呈一系列互相重叠的

“双环”状。从三维连续轴心轨迹中发现，随着静子

刚度的增大、碰摩的加剧，轴心轨迹之间间隙加大，

说明系统响应中存在低频成分并逐渐加强。从

图９（ｅ４）的频谱图中看出，由于碰摩作用的加强和

质量慢变的影响，使得１／２倍频成分附近出现以１／２

倍频为中心的左右对称频带，说明随着碰摩的加剧，

使得质量慢变特性附着在低频成分附近，表现出特

有的质量慢变碰摩损伤转子轴承系统特性。当静

子刚度为２×１０４Ｎ／ｍ 时，时域波形振动进一步加

强，轴心轨迹呈较为紊乱的重叠或嵌套“双环”状。

但是从三维连续轴心轨迹图中可以发现，由于碰摩

的作用，使得部分轴心轨迹局部凹陷，同时，轴心轨

迹之间的间隙进一步加大，疏密间隔，说明系统响应

低频成分的增大的趋势。从频谱图中可以看出，系

统响应的各频率成分中１／２倍频成分幅值超越工频

成分，且频率成分呈连续状频带分布，并且随着碰摩

的加强，频谱图中出现３／２倍频成分。当静子刚度

继续增大至２．２×１０４ Ｎ／ｍ时，系统响应进一步加

强，频谱图中清晰地表现了１／２倍频、工频、３／２倍

频成分及其附近由于质量慢变特性引起的连续频

带。当静子为２．５×１０４Ｎ／ｍ时，１／２倍频完全占据

主导地位，工频和３／２倍频成分相对微弱，整个频谱

图中出现连续状的频率分布特性。在以上的分析

中，随着静子刚度的增大和碰摩作用的增强，着重讨

论了碰摩引起的１／２倍频和３／２倍频的出现，但是

从频谱图中依然可以发现高频成分的存在，如２倍

频成分等，只是相对低频和高次分频谐波成分而言，

更高次的频率成分较为微弱，因此没有作重点的

讨论。

从以上分析可以看出，考虑了油膜支撑作用的

质量慢变碰摩损伤转子轴承系统的非线性动力学

响应更为复杂。具体说来，当静子刚度较小，即碰摩

作用较弱时，系统表现出工频成分和狋时间尺度下

的慢变频率特性，没有表现出慢变作用导致的多成

分频带现象；随着静子刚度的增大，即碰摩作用的加

强，系统出现低次谐波（分数工频）成分，且碰摩作用

愈强，低次谐波成分愈明显；当静子刚度增大至一定

水平时，质量慢变作用产生的多成分频带开始附着

在低次谐波（分数工频）成分附近，且随着碰摩程度

的进一步增强，慢变作用产生的频带附着现象更为

明显，在系统出现的各次主谐波；当碰摩现象剧烈至

一定程度，系统频率响应完全以低次谐波成分为主，

其他各频率成分由于相对微弱，在频谱图中以连续

状的频率成分出现。
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图９　不同静子刚度情况下质量慢变碰摩损伤转子轴承系统响应
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４　结束语

将质量慢变转子系统推广为广义惯性损伤转子

系统，研究了质量慢变转子系统相位突变导致的动

力学响应问题，指出相位突变除了带来时域信号的

局部突变和轴心轨迹的“扭转”外，其时域信号的

Ｍｏｒｌｅｔ重排尺度图中频率冲击成分更能说明相位

突变带来的动力学响应变化。对比研究了质量慢变
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转子轴承系统孪生碰摩损伤的非线性动力学响应，

指出考虑了质量慢变因素的碰摩损伤转子轴承系

统除了具有无质量慢变碰摩损伤转子轴承系统的

时频响应特点外，前者由于质量慢变因素的影响，使

得频率响应的各次主谐波频率成分附近，随着碰摩

程度的不同，呈现以慢变频率为增减量的频带分布

特点。同时，在分析过程中，使用三维轴心轨迹图不

仅能体现轴心轨迹随时间的变化，更能够从时域上

体现轴心轨迹之间间隔变化，从而发现和推断系统

响应中频率成分的改变。
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