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基于
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变换推导出含集中质量与集中刚度弹性梁的振型函数和典型边界条件对应的频率方程"针对

有一个集中质量与一个集中刚度的悬臂梁"求解出其固有特性"并利用基于自然激励技术%

,-3*+-.5E@13-31),35@F
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"简称
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&的特征系统实现算法%
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"简称
HL=

&"即
<HEIBHL=

法对相应结

构系统进行了模态识别'通过对比解析结果和实验结果"分别讨论了集中质量与集中刚度大小变化和位置变化时

对梁振动特性的影响"得出了集中质量和集中刚度在悬臂梁上位置和大小变化时"悬臂梁固有频率的相应变化规

律"为工程中具有集中质量和集中刚度等直弹性梁的振动分析方法和集中参数布置设计提供了参考'

关键词
"

弹性梁(集中质量(集中刚度(自然激励技术的特征系统实现算法%
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&(模态识别

中图分类号
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工程中一些结构可以简化成具有集中质量和集

中刚度的等直弹性梁"设计中布置集中质量和集中

刚度"追求优良的振动特性是非常有意义的'

具有集中质量与集中刚度的弹性梁的固有振动

特性引起了国内外学者的研究兴趣)
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*用解析法推导出了悬臂梁自由端含有一个弹性

支撑质量情况下的频率方程'
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*采用动刚

度法分析了相同问题'
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*考虑了集中质量转

动惯性的影响"分析了含有一个集中质量简支梁的

振动特性'
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*采用特征分析法和
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法

对比分析了仅含有集中质量的欧拉梁的固有频率'

对同样的模型"
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*用
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变换的方法推导

出了频率方程"并编写了计算程序'夏季等)
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变换推导出同时含有任意多个集中质量和

集中刚度的弹性梁的振动特性的解析表达式"但表

达式较为复杂"只适用于计算含有少量集中参数的

情况'彭献等)
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的基础上采用符号运算"推

导出了便于计算的频率方程解析表达式"可计算含

有集中质量较多情况下的频率方程"但未考虑含有

集中刚度的情况'
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*采用解析和数值分析相

结合的方法求出了含有任意集中质量和集中刚度的

欧拉梁的固有频率和振型'

C1

等)

&&

*用
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法求解

了梁两自由端含有集中质量和弹性支撑的柔性梁的

固有特性'以上研究只针对固有特性的求解"没有

探讨集中质量和集中刚度大小或者位置布放对梁振

动特性的影响"而这个研究认识对指导工程中相应

结构减振是非常有必要的'

笔者基于
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变换的方法"针对典型边界

条件"推导了含有任意集中质量与集中刚度的弹性

梁弯曲振动的固有频率及振型的解析表达式'采用
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*对含有集中参数的梁结构进行了

模态识别实验"理论解析结果和实验结果吻合较好'

利用验证的理论算法系统地讨论了集中质量和集中

刚度的大小以及它们在梁上位置的改变对悬臂梁固

有特性的影响"为工程中具有集中质量和集中刚度

的等直梁提供了振动分析方法'
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振型函数及频率方程推导

对于均匀等直弹性梁"其结构质量与刚度分布

是均匀连续的'如果梁上含有集中质量与集中刚

度"那么其系统质量与刚度在某一点会产生集中突

变"此时可利用
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函数来描述集中质量与集中刚度

对均匀梁的振动微分方程的影响"由于方程中
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函

数的存在"求解将变得复杂'
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采用
!

函数描述集中质量与刚度的梁固有振

型函数推导
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同上推导"即可得出其他简单边界条件的频率

方程"这里不再赘述'
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集中质量和弹簧在任意位置时梁的频率方程

在任意位置处含有一个质量和一个集中刚度的
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'
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'
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&
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'
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'
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&
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'
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&

-

""

4

#

%

&
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'
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=
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'
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'

&

) *
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&
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'
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&
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'
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模态参数识别方法

采用基于自然激励技术的特征系统实现算法

%

<HEIBHL=

&对梁模态进行识别'

&%$

"

自然激励技术

自然激励技术针对平稳白噪声激励下的线性系

统"结构上两点响应信号的互相关或自相关函数与

脉冲响应函数具有相近的表达式)

&!

*

'因此可应用

互相关或自相关函数代替脉冲响应函数数据'

假设一个
>

自由度的线性系统"若在系统的第

?

阶上作用一个稳态的纯白噪声激励信号
@?

%&

'

"则

在结构上第
A

阶和第
B

阶的响应信号
&

A?

%&

'

和

&

B

?

%&

'

的互相关函数)

&#

*为

C

A

B

?

%

4

!

'

&

+

# &

A?

'

(

4

!

% &

'&

B

?

%&) *

'

+

%

$>

!

+

&

(

A!

D

B

!

5

)

!

4

!

'

%

&"

&

其中#

(

A!

为第
!

阶模态振型的第
A

阶成分(

)

!

为第

!

阶特征值(

D

B

!

为一常量'

根据模态理论"若在系统的第
B

阶自由度上作

用一个脉冲激励力"那么在系统的第
A

阶自由度处

的脉冲响应为

E

A

B

%

4

!

'

&

+

%

$>

!

+

&

(

A!

F

B

!

5

)

!

4

!

'

%

&>

&

其中#

F

B

!

为第
!

阶模态的参与因子'

比较式%

&"

&和式%

&>

&"发现二者形式相同"仅差

两个常数项
D

B

!

和
F

B

!

'应用
<HEIBHL=

方法识别
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系统模态时"可用互相关函数代替脉冲响应函数'

&%&

"

特征系统实现算法

特征系统实现算法利用结构的脉冲响应函数矩

阵构建广义
O-,A5.

矩阵"对其进行奇异值分解得

到系统的最小实现"以此识别系统的模态参数)

&"

*

'

对
>

自由度的线性系统"其离散时间的系统状

态空间方程在
'

4

(

&

时刻表示为

!4

(

% &

&

+

"!

%&

4

(

#$

%&

4

%

%&

4

+

&!

%&

4

(

'$

%&

+

4

%

&S

&

其中#

4

为离散时间步(

!

%&

4

为状态向量(

$

%&

4

+

$4

!

% &

'

为输入向量(

%

%&

4

+

%

4

!

% &

'

为输出向量(

"

"

#

和
&

分别为系统矩阵!输入矩阵和输出矩阵'

假设系统在
6

个自由度上有脉冲输入"在
,

个

自由度上有传感器输出"则
HL=

算法的数学模型为

(

%&

%

+

%

%&

%

+

'

(

%&

&

+

G

%&

&

+
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$

+
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4
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4

+
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&

'

(

)

#

%

&'

&
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设已经得到脉冲响应矩阵
(

%

4

&"构造广义

O-,A5.

矩阵

) 4

-

% &

&

+

(

%

4

&

(

%

4

(
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(
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将式%

&'

&代入式%

&N

&中"整理可得

) 4

-

% &

&

+
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4

-

&

+

%

$%

&

其中#

*

+

& &"

,

&"
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) *

&

I为
%

,

;

$>

阶可

观矩阵(

+

+

# "#

,

"

&

-

&

) *

#

为
$>

;

&

6

阶

可控矩阵(

%

和
&

分别为可观指数和可控指数'

当
4

+

&

时"对
)

%&

%

进行奇异值分解"得

)

%&

%

+

,

!

-

I

%

$&

&

其中#

!+

!

A

(

) *

( (

为
$>Z$>

阶矩阵'

同理"当
4

+

$

时"有

)
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设两个辅助矩阵
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(
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;
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%
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&

其中#

/

,

和
(

,

"

/

6

和
(

6

分别为
,

阶和
6

阶单位阵

和零矩阵'

得到系统的最小实现为

"
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&
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&
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对于离散时间系统"设系统矩阵
"

的特征值矩

阵为
1

"特征向量矩阵为
"

"对
"

做特征值分解"得

"

+

"

0

&

1

"

%

$"

&

""

对于连续时间系统"

"

H

的特征向量与
"

的特征

向量相同"特征值满足

)

*

+

&

!

'

.,I

*

*

+

&

"

$

","

$

% &

>

%

$>

&

其中#

I

*

为特征值矩阵
1

的对角元素(

)

*

为
"

H

的特

征值'

根据模态理论"系统的模态频率!阻尼比和振型为

#

*

+
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)
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*

$

(
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)
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*
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数值算例及模态实验

';$

"

集中质量和集中刚度大小对固有频率的影响

""

取一均匀悬臂直梁%参数见表
&

&"梁的自由端

含有一个集中质量"梁中有一个集中刚度"即式%

>

&

中
!

+

&

"

"

+

&

"

&

,

&

+

&

"

&

/

&

+

&

$

'集中质量系数
%

和集中刚度系数
&

分别取
!

组不同的数值"如表
$

所示'利用本解析方法计算得到不同工况下悬臂梁

结构前
#

阶固有频率如表
!

"

"

所示'

表
$

"

梁各项参数

)*+%$

"

,*-./#*0

1

/"

1

./-#.2"3-4.+.*5

材料参数 数值

弹性模量
#

$

[\- $&%

密度
"

$%

A

:

.

7

Y!

&

S'"%

泊松比
+

%;!

梁长
1

$

7 %;'"

梁截面积
)

$

7

$

!;%Z&%

Y#

梁截面惯性矩
$

$

7

#

N;%Z&%

Y&%

表
&

"

'

种集中质量和弹簧参数

)*+%&

"
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1
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弹簧刚度$
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振
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表
'

"$

9(2(:;<=

和
%

取不同值时的前
>

阶固有频率
&

3

)*+%'

"

)4.3#/2-3"?/7*-?/*03/.

@

?.7A#.2

&

3

B4.7

$

9(2(:;<=

!

%

4*2!#33./.7-C*0?.2 OK

阶
数

&

+

!:>''&

&

+

&$:S!S>

&

+

$&:S>&$

解析解 实验解 误差$
]

解析解 实验解 误差$
]

解析解 实验解 误差$
]

& >;#$N >;&!' #;"! S;$>S S;%!& !;$" S;N!! S;'&! &;"&

$ !N;#!& !S;>'' #;#$ #%;!&' !';&"> ";!> #&;&N> !';">! >;!N

! &&&;$&$ &%";"!& ";&& &&&;$#& &%>;$"% #;#N &&&;$#& &%S;%!& !;S'

# $$%;'NS $%!;"N# S;'! $$%;'NS $%#;"!& S;#& $$&;!&# $%";&"> S;!%

表
>

"$

9(2$&''D

和
%

取不同值时的前
>

阶固有频率
&

3

)*+%>

"

)4.3#/2-3"?/7*-?/*03/.

@

?.7A#.2

&

3

B4.7

$

9(2$&''D

!

%

4*2!#33./.7-C*0?.2 OK

阶
数

&

+

!:>''&

&

+

&$:S!S>

&

+

$&:S>&$

解析解 实验解 误差$
]

解析解 实验解 误差$
]

解析解 实验解 误差$
]

& >;%$! ";>>N ";'' >;S>& >;">! $;N! S;!"' S;&'' $;!$

$ !S;'N! !";$'& >;'N !';'!! !";S"% S;N# !N;S#N !>;'"$ S;$N

! &%';!$S &%$;"#% ";!# &%';!"> &%$;"N# ";!$ &%';!'> &%!;"!& #;#'

# $&>;S#& $%&;&&$ S;$& $&S;&"# $%!;">! >;$> $&S;$!S $%#;N>N ";>"

表
;

"$

9(2$=;(D

和
%

取不同值时的前
>

阶固有频率
&

3

)*+%;

"

)4.3#/2-3"?/7*-?/*03/.

@

?.7A#.2

&

3

B4.7

$

9(2$=;(D

!

%

4*2!#33./.7-C*0?.2 OK

阶
数

&

+

!:>''&

&

+

&$:S!S>

&

+

$&:S>&$

解析解 实验解 误差$
]

解析解 实验解 误差$
]

解析解 实验解 误差$
]

& ";""S ";$%% >;#$ >;$!N >;%N# $;!$ >;S'! >;S&N %;N"

$ !>;"S! !#;$"% >;!" !S;"#' !#;N>N >;'S !';#'# !";N>! >;""

! &%>;%'S &%&;$%% #;>& &%>;&&> &%$;$"% !;># &%>;&#" &%$;>"> !;$N

# $&!;'"" $%%;$%% >;!N $&#;$>> $%&;&"> >;&$ $&#;$>> $%$;$"% ";>&

""

实验时弹簧两端设计有固定装置"可以安装在

悬臂梁任意位置处"质量块可用磁座吸附在梁上不

同位置'在接近悬臂梁固定端处施加白噪声激励"

梁上布置有传感器可测得各点的加速度响应值'实

验仪器及模型示意图如图
!

"

#

所示'

图
!

"

实验模型示意图

U1

:

;!

"

IF55E

D

5+175,3-.7)V5.

图
#

"

实验现场

U1

:

;#

"

I5631,

::

+)*,V

分析表
!

"

"

可以看出"随着
&

值的增大"各阶

固有频率
#

*

逐渐增大"即在集中质量和集中刚度位

置不变的前提下"若保持集中质量大小不变"当弹簧

刚度增加时"各阶固有频率增大'对比分析表
!

"

"

"随着
%

值的增大"各阶固有频率
#

*

逐渐减小"即

当弹簧刚度保持不变而集中质量增大时"各阶固有

频率呈减小趋势'通常对于一个单自由度系统"其

固有频率与系统刚度成正比"与系统质量成反比'

可见"对含有一个集中质量和一个集中刚度的悬臂

梁结构"其固有频率变化仍符合这一规律'

将实验结果与理论解对比"很好地验证了这一

规律'根据式%

&$

&计算可得悬臂梁在
!

+

&
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&
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时振型为
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&
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-
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""

在
%+

%:&$!!N

和
&

+

$&:S>&$

时"梁前
#

阶模

态振型如图
"

所示'实验识别得到的模态振型如图

>

所示'对比解析结果与实验结果"二者十分吻合'
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图
"

"

解析计算得悬臂梁前
#

阶模态振型

U1

:

;"

"

IF5-,-.

J

31@-./1+63/)*+7)V56F-

D

56

图
>

"

实验识别得悬臂梁前
#

阶模态振型

U1

:

;>

"

IF5/1+63/)*+7)V56F-

D

56)23-1,5V/+)75E

D

5+1

B

75,3

'%&

"

集中质量和集中刚度位置对固有频率的影响

为了探讨集中刚度在梁上位置变化时对梁固有

频率的影响"在悬臂梁自由端固定一集中质量"令式

%

&!

&"%

&#

&中
'

&

+

&

"集中质量系数
%

&

+

%:&$!!N

"集

中刚度系数
&

&

+

$&:S>&$

"当弹簧在梁上的位置为

'

$

+

%:&

"

%:$

","

%:N

时"分别用本解析方法和实验

识别得到了梁的前
#

阶固有频率'为便于分析"以

集中刚度在梁上的相对位置
'

$

为横坐标"以解析和

实验得到的每一阶固有频率
#

*

%

*

+

&

"

$

"

!

"

#

&为纵

坐标"得到
#

*

的变化曲线如图
S

所示'其中"图左

侧为解析解纵坐标"右侧为实验值纵坐标'

同理"探讨集中质量在梁上位置变化时对梁固

有频率的影响'将弹簧固定在梁中"当
'

$

+

%:"

时"

令集中质量在梁上移动"取
'

&

+

%:&

"

%:$

","

%:N

时"通过本解析法和实验得到的各阶固有频率
#

*

%

*

+

&

"

$

"

!

"

#

&随集中质量在梁上相对位置
'

&

的变

化规律如图
'

所示'

图
S

"

前四阶固有频率随集中刚度位置的变化曲线
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图
'

"

前四阶固有频率随集中质量位置的变化曲线
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""

从图
S

和图
'

可以看出"当集中刚度或集中质

量从悬臂梁固定端向自由端移动时"梁的各阶固有

频率的变化有一定规律'将图
S

和图
'

与模态振型

图
"

或图
>

对比"可以发现其一阶固有频率
#

&

的变

化曲线恰好和一阶模态振型相似"二阶固有频率
#

$

的变化曲线恰好和其二阶模态振型相似"三阶和四

阶也是如此'以上规律并非巧合'根据模态理论"

结构的第
*

阶固有频率可表示为
#

*

+

/

*

$

,槡 *

"其

中#

/

*

为第
*

阶模态刚度(

,

*

为第
*

阶模态质量'

对悬臂梁的一阶模态振型而言"其节点位移从固定

端到自由端是逐渐增大的"故当集中刚度从固定端

向自由端移动时"其对梁的约束作用越来越大"相当

于增加了梁的一阶模态刚度
/

&

"如图
N

%

-

&"%

2

&所

示"因此一阶固有频率
#

&

逐渐增大'对二阶模态而

言"振型的最大峰值在中间"当集中刚度移动时"对

梁的约束作用先增大"在峰值处达到最大"过了峰值

又逐渐减小"因而二阶模态刚度
/

$

先增大后减小"

故二阶固有频率
#

$

先增大后减小'对三阶和四阶

固有频率其规律相同'

图
N

"

移动弹簧对梁模态刚度的影响
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图
&%

"

移动质量对梁模态质量的影响

U1

:

;&%

"

IF57)V-.7-66RF5,3F57-66161,V1//5+5,3

D

)6131),6

对集中质量的位置而言"它对固有频率的影响

和集中刚度相反'如图
&%

所示"对于一阶模态"当

集中质量从固定端向自由端移动时"使梁的振动惯

性越来越大"导致梁的一阶模态质量
,

&

越来越大"

因而其一阶固有频率
#

&

逐渐减小"而二阶固有频率

#

$

先减小后增大'
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对比实验结果和解析解"实验得到的各阶固有

频率的变化趋势和解析结果完全吻合"进一步验证

了本研究结论的正确性'

>

"

结束语

工程中一些结构可以简化成具有集中质量和集

中刚度的等直弹性梁"针对这一模型"通过解析方法

得出了其在不同边界条件下的固有频率方程和振型

函数'通过数值算例求得了含有不同大小集中质量

和集中刚度悬臂梁的固有特性解析解"并用
<HEIB

HL=

法对实际悬臂梁结构的模态进行识别'

将解析结果和实验结果进行了对比"实验结果

和解析结构互相吻合"验证了本解析方法的正确性

和模态识别方法的有效性'讨论了集中质量和集中

刚度大小变化以及它们在梁上的位置变化时对梁固

有频率的影响"为工程中具有集中质量和集中刚度

的等直弹性梁的振动分析方法和集中参数布置设计

提供了参考'
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