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摘要
"

为拓展矩阵摄动法在结构重分析中的适用范围"提高重分析计算精度"针对重频结构参数大修改提出了重

频结构动力重分析的矩阵摄动法'采用高次增量法将反映重频结构参数改变的质量矩阵和刚度矩阵的增量分别

表示为小参数
!

的一次与二次幂项之和"根据矩阵摄动理论推导得到重特征值的二阶摄动解及相应特征向量的一

阶摄动解'数值算例表明"所提出方法极大提高了重频结构大修改下的动力重分析计算精度'

关键词
"

重频结构(结构动力重分析(结构大修改(矩阵摄动法

中图分类号
"

;!$#

引
"

言

在结构动态设计过程中"反复修改后结构的计

算问题成为了主要困难"重分析方法能够用来减少

计算量"提高工作效率"受到了广泛的重视和研

究)

%A=

*

'工程实际中常会有重频率的退化系统"例

如"飞机!宇航飞行器和海洋平台等比较复杂的空间

结构)

CA%$

*

'当结构具有重特征值时"已有的孤立特

征值的矩阵摄动理论不能直接应用"而密集频率结

构振动分析的矩阵摄动问题往往是将密集模态处理

成为重频模态来进行研究)
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"因此研究重频结构

大修改动力重分析的矩阵摄动法具有重要意义'

重特征值结构参数变化后"原来的一组重特征

值可能分离为非重特征值"特征向量可能产生跳跃

现象'确定重频的特征向量的一阶摄动需要用到二

阶摄动方程"如果重特征值的一阶摄动量仍然是重

的"就需要使用高阶摄动方程才能确定特征向量的

一阶摄动量)

%

*

'传统经典矩阵摄动法将结构修改后

的质量矩阵和刚度矩阵的增量分别表示为小参数
!

的一次幂项形式"而重特征值的一阶摄动解与小参

数平方
!

# 对应的二阶摄动方程相关"因此仅适用于

结构的小修改重分析'当结构参数修改较大时"计

算精度变差甚至变得没有意义'笔者提出重频结构

大修改动力学重分析的矩阵摄动法"采用高次增量

法将反映重频结构参数改变的质量矩阵和刚度矩阵

的增量分别表示为小参数
!

的高次幂项之和"结构

修改后的质量矩阵和刚度矩阵"与其特征值和特征

向量一样"同时进行高阶摄动展开'根据矩阵摄动

理论推导得到重频特征值及特征向量的一阶摄动

解"极大提高了重频结构大修改下的重分析计算

精度'
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重频结构的改进矩阵摄动法

考虑结构振动特征值问题
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摄动后的结构的重特征值和特征向量可表示为

"""""!

$

!!

$

#"!

%

#"

#

!

#

%

%%

&

"

$

!

$

"

$$

#"

%

$

"

$$

&

$

#

"

&

&

&

&

#"

#

%

$

"

$$

'

$

#

"

&

'

&

&

!

"

$$

##"

%

"

$$

#

&

$

#

"

&

&

&

&

#

"

#

%

"

$$

#

'

$

#

"

&

'

&

& %

%#

&

其中#

"

&

为
"E

%

"L$

&的矩阵"其中各列为除
"

$$

之外的其他特征向量矩阵(

!

$

为
$E$

的摄动后的

特征值对角阵(

!

%

和
!

#

为
$E$

的重特征值
!

$

的

一阶和二阶摄动对角阵(

&

$

"

'

$

和
(

$

为
$E$

待

定的展开系数矩阵(

&

&

"

'

&

和
(

&

为%

"L$

&

E$

待

定的展开系数矩阵'

将式%

%%

"

%#

&代入式%

"

"

=

&"并用
"

$

和
!

$

代替

"

和
!

"比较
"

的同次幂系数"可得

"

$

#

"

%

!

$

L

"

$

#

$

&

"

$$

#

G%

%

%!

&

#

D

"

D

$$

#

$

"

$$

#

G$

%

%>

&

"

%

#

"

%

!

$

L

"

$

#

$

&

"

$$

#

&

$

F

%

!

$

L

"

$

#

$

&

"

&

&

&

F

%

!

%

L

"

$

#

%

&

"

$$

#

G#

$

"

$$

#!

%

%

%"

&

%

&

D

&

"

D

&

F&

D

$

#

D

"

D

$$

&

#

$

"

$$

#

F

#

D

"

D

$$

#

$

E

%

"

$$

#

&

$

F"

&

&

&

&

GL

#

D

"

D

$$

#

%

"

$$

#

%

%=

&

"

#

#

"

%

!

$

L

"

$

#

$

&%

"

$$

#

'

$

F"

&

'

&

&

F

%

!

%

L

"

$

#

%

&

E

%

"

$$

#

&

$

F"

&

&

&

&

F

%

!

#

L

"

$

#

#

&

"

$$

#

G#

$

"

$$

E

#

%

&

$

!

%

F

!

#

&

F#

$

"

)

&

)

!

%

F#

%

"

$$

#!

%

%

%C

&

方程%

%!

&

"

%

%C

&就是确定
!

%

"

"

%

"

!

#

和
#

的基

本方程'

$9$

"

特征值一阶摄动
!

$

的确定

用
"

D

$$

前乘式%

%"

&可得到
$E$

的特征值问题

*

#!#!

%

%

%B

&

其中

*

!

"

D

$$

%

!

%

)"

$

#

%

&

"

$$

%

%K

&

求解特征值问题%

%B

&可得到
!

%

和
#

'

如果矩阵
*

无重特征值"则
#

可唯一确定(如

果
*

有重特征值"就要补充高阶摄动方程才能确定

#

'矩阵
*

无重特征值时有
"

%*

%"

%

%

%

*

%

%

&"其中"

"

%+

%

$

&

+

'

$

&为
!

%

的对角元素'

$+&

"

特征向量一阶摄动
"

$

的确定

特征向量一阶摄动
"

%

为

"

%

!

"

$$

#

&

$

#

"

&

&

&

%

#$

&

""

用
"

D

&

前乘式%

%"

&"可得

&

&

!

%

!

&

)"

$

$

&

)

%

"

D

&

%

"

$

#

%

)

!

%

&

"

$$

#

%

#%

&

""

用
#

D

"

D

$$

前乘式%

%C

&"由式%

%!

&!式%

%>

&和式

%

%B

&可得

&

$

!

%

L

!

%

&

$

F

!

#

G

#

D

"

D

$$

%

!

%

L

"

$

#

%

&

"

&

&

&

F

#

D

"

D

$$

%

!

#

L

"

$

#

#

&

"

$$

#

L

#

D

"

D

$$

#

%

"

$$

#!

%

G,

%

##

&

由于矩阵
&

$

!

%

L

!

%

&

$

的对角元素为零"而
!

#

的非对角元素为零"故可求出

!

#

!

M/+

8

%

,

%%

"

,

##

"-"

,

$$

& %

#!

&

-

$

*

%

!

,

*

%

"

%

%

&

%

$

)"

%

%

&

*$

"

%

*

%

%

(

*

"

%

!

%

"

#

"-"

$

&

%

#>

&

其中#

,

*

%

为矩阵
,

的元素(

-

$

*

%

为矩阵
&

$

的元素(

"

%

%

&

%

$

为矩阵
!

%

对角线上的第
%

个元素'

由式%

%=

&可得

&

$

#

&

D

$

!

-

%

#"

&

其中

-

!)#

D

"

D

$$

#

%

"

$$

#

%

#=

&

""

由式%

#"

&可知

-

$

**

!

%

#

.

**

%

#C

&

&

"

数值算例

如图
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所示的一个二自由度的系统"由
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簧支承的质点
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为了研究当结构参数改变时本研究方法的计算

精度"假设质点质量的改变量从
%$N

增加到
=$N
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而第
!

个弹簧刚度改变量从
L%$N

减少到
L=$N
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将笔者提出的方法与文献)

%
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为结构修改后的精

确固有频率(

$

为用重分析方法计算得到的结构修

改后的固有频率'表
%

列举了
%

"

#

阶固有频率的计

算结果'

从表
%

中的数值结果可以看出"无论重频结构

参数改变多少"按笔者摄动分析方法给出的重分析

结果远远好于按重特征值经典摄动法给出的结果'

例如"当质点质量增加
#$N

而第
!

个弹簧的刚度系

数减少
#$N

时"按笔者摄动分析方法给出的第
%

阶

特征值和第
#

阶特征值的重分析相对误差分别为

$9$">#N

和
$9$#B#N

"而按重特征值经典摄动法

给出的第
%

阶特征值和第
#

阶特征值的重分析相对

误差分别为
%9"!B"N

和
$9B$$$N

'随着重频结构

参数改变增大"两种方法计算误差均有所增大(当重

频结构参数改变
!$N

时"采用重特征值经典摄动法

计算得到的两阶固有频率的最大相对误差超过

"9=N

"而笔者方法在重频结构参数改变
>$N

时计

算得到的两阶固有频率的最大相对误差不超过

$9!N

"相同计算精度要求下"笔者方法的适用范围

更广(当重频结构参数改变量超过
!$N

以后"经典

摄动法的重分析计算结果误差急剧增大"因此重特

征值经典二阶摄动法的适用范围是重频结构参数改

变量在
!$N

之内"而笔者方法在重频结构参数改变

=$N

时重分析计算得到的两阶固有频率的最大相对

误差也未超过
!9BN

"因此笔者方法的适用范围更

广"适用于重频结构大修改情况'

表
$

"

固有频率比较

'()*$

"

+",

-

(.#/"0"10(23.(41.5

6

3507#5/

结构参数改变$
N %$ #$ !$ >$ "$ =$

%

阶

精确解
%9#C#C %9$B!! $9K#!% $9CB"C $9===C $9"=#"

经典二阶解误差$
N

%9#C"$

$9%CB=

%9%$$$

%9"!B"

$9KC"$

"9=#"$

$9K$$$

%>9">"

$9BC"$

!%9#"$

$9K$$$

=$9$$$

改进二阶解误差$
N

%9#C#B

$9$$!C

%9$B!K

$9$">#

$9K#">

$9#"="

$9CK%B

$9CC>$

$9=CBK

%9B!KB

$9"B!B

!9CB=K

#

阶

精确解
%9!=!= %9#"$$ %9%"!B %9$C%> %9$$$$ $9K!C"

经典二阶解误差$
N

%9!="$

$9%$$$

%9#=$$

$9B$$$

%9%B"$

#9C$$$

%9%>$$

=9>$$$

%9%#"$

%#9"$$

%9%>$$

#%9=$$

改进二阶解误差$
N

%9!=!C

$9$$#%

%9#"$>

$9$#B#

%9%""!

$9%#!%

%9$C"%

$9!>$=

%9$$C>

$9C!"K

$9K"$!

%9!=!!

8

"

结束语

笔者提出了一种应用高次增量法来提高摄动

解的精度并扩大其适用范围的重频结构动力重分析

方法"该方法保留了经典摄动法简单易行的特点"

比文献)

%

*中的经典方法只增加了少许的计算量"但

计算精度和效率却有了很大的提高'数值算例结果

表明"笔者提出的方法具有很高的重分析精度"能够

用来解决重频结构大修改情况下的近似重分析

问题'
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