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非线性轮对陀螺系统的稳定性及分叉研究
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摘要
!

针对轮对陀螺效应"运用能量法分析了轮对蛇形运动机理"建立了蛇形运动能量流'基于打靶法分析了非线

性轮对陀螺系统的
C'

D

-

分叉"并对比分析了陀螺系统和非陀螺系统的分叉解'最后"引入稳定性系数和陀螺力贡

献率"定量分析了陀螺力对蛇形运动稳定性的影响(研究结果表明"在轮对陀螺系统中"陀螺力不做功"但具有增

稳功能(陀螺力对系统稳定性的影响随速度的增大显著变大"当轮对高速运行时"陀螺力影响较为显著(因此"在

高速列车稳定性分析中应将陀螺力作为一个重点分析对象(

关键词
!

陀螺效应'蛇形运动能量流'打靶法'

C'

D

-

分叉'稳定性系数'陀螺力贡献率

中图分类号
!

E#F$9%

G

%

引
!

言

随着高速列车速度的提高出现了一系列的问

题"车辆蛇行失稳就是其中的一个重要问题(蛇行

稳定性是铁路车辆系统轮轨关系本身的固有特性"

直接决定了车辆能否高速安全运行(较高的蛇形临

界速度是高速列车必须的前提"否则将会对车辆的

安全性和运行平稳性造成严重影响"甚至导致脱轨

等安全事故(同时"剧烈的蛇行失稳时轮对的大幅

横向振动产生巨大的轮轨横向力"造成线路破坏(

车辆系统的蛇行运动现象最初由英国的
H13

A

D

I3*4'*

等)

%

*发现"并进而对蛇形运动进行了初步

研究(

73J+13)

)

#

*率先将车辆的蛇行运动创新性地

考虑成动力学的运动稳定性问题(

K/<@3*4

)

!A>

*引

入了重力刚度并详细研究了考虑重力刚度作用下磨

耗型轮对和转向架的线性稳定性"研究发现蠕滑力

和车轮锥度是造成车辆系统不稳定的主要原因(

L''

D

3)/M3)

)

"

*引入纵向和横向非线性蠕滑力"对车

辆系统进行了非线性动力学行为研究(丹麦

N)(3M

)

=

*教授用延续算法对非线性车辆系统分岔问

题进行了分析(

J',+<I

)

F

*总结出车辆系统非线性稳

定性的分析方法和标准"讨论了极限环的各种影响

因素"全面分析了车辆系统的运动分岔特性(

国内"曾京)

B

*采用打靶法研究了车辆系统的

C'

D

-

分叉及极限环(孙桐林等)

O

*采用了非线性控

制方法"将车辆系统的亚临界
C'

D

-

分岔转换为超

临界
C'

D

-

分岔"更有利于对车辆的失稳状态进行

预警!控制"保障行车安全(董浩等)

%$

*通过范式方

法建立了判断系统的
C'

D

-

分叉类型的判别式"很

好地区分了亚临界与超临界分叉(

关于陀螺稳定性"在机械领域已有很多研

究)

%%A%#

*

"但车辆系统陀螺稳定性研究则相对较少(

黄世凯)

%!

*研究轮对线性系统的陀螺力影响"并定义

了陀螺力贡献率"研究发现当速度低于
!$$@5

$

I

时"陀螺力影响较小可忽略"当高于
!$$@5

$

I

时陀

螺力影响较大"不可忽略"但是没有考虑非线性陀螺

系统的分叉问题(笔者在此基础上"考虑非线性轮

对陀螺系统的分叉问题"重点研究陀螺力对系统稳

定性及分叉的影响"对比分析陀螺力存在与否对系

统分叉的影响(通过能量法定性阐述轮对蛇行运动

的能量流"通过能量机理解释陀螺力对稳定性的作

用'最后引用陀螺力贡献率对陀螺力的影响进行定

量分析(

$

!

模型建立

高速列车具有陀螺效应"其陀螺效应的根源在

于轮对的锥形踏面"故文中考虑简单悬挂轮对系统"

并考虑横移
!

!摇头
!

运动和一系悬挂约束(假设

轮对沿平直轨道以速度
"

运行"轮对做微幅振动"轮

轨蠕滑较小"蠕滑率与蠕滑力规律可等效为线性关
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系"在此采用
T+,@3)

线性轮轨蠕滑理论)

%>
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(考虑

非线性轮轨接触几何关系"为了方便进行理论推导

和解析求解"采用非线性函数拟合"
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和
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为非线

性参数"
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和
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取值参考文献)
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*"图
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为轮对系

统的几何模型(

图
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非线性轮对陀螺系统几何模型
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为轮对质量'

&

"
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!

分别为轮对摇头和自旋转动惯

量'

,

$

为滚动圆半径'

+

为两滚动圆间的距离之半'

-

为左右悬挂跨距之半'

#

*

为踏面等效锥度'

0

.

和
0

!

为轮对横向和纵向定位刚度'

'

.

和
'

!

为轮对横向和

纵向阻尼'

(%%

为纵向蠕滑系数'

(##

为横向蠕滑系

数'

(#!

为横向自旋蠕滑系数'

(!!

为自旋蠕滑系数'
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为轴重(
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由矩阵理论可知"对于任意矩阵
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为反对称阵(对方程
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&做上述变换"得到如下形式

"

#

!

#

%

+

#

,

&

&

!

#

%

'

#

-

&

!

#

)

%

!

&

$

$

%

!

&

其中#
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为循环矩阵(
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为对称矩阵"
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为反对称矩阵(由于
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不同时为零"则系统是非保守系统)
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基于能量观点的稳定性分析

轮对蛇行运动过程中"能量的输入会引起和加

剧蛇形运动"输入的能量一部分被阻尼元件转化为

热能耗散掉"另一部分被存储为机械能"即动能和势

能(依据能量法原理"如果在振动过程中系统的机

械能不断减小"那么系统振动最终将会收敛(如果

系统的机械能不断增加"系统振动将会加剧"振动幅

度会变大"系统机械能储能能力会随之提高"阻尼器

耗散功也会增加"系统会寻找到另外一个平衡点"即

更大的极限环(但是如果这样的点不存在"系统振

动将会发散(如果系统机械能维持不变"系统将会

维持一种持续稳定的周期振动(

现从能量的角度分析轮对蛇形运动时系统能量

转化关系"进行系统稳定性的定性分析"研究失稳机

理(为便于分析"将阻尼矩阵
+

剖分为减振器阻尼

+

1

和轮轨蠕滑部分
+

2

两个部分"刚度矩阵
'

剖分

为悬挂刚度
'
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和轮轨蠕滑部分
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首先对系统的稳态运动状态做如下假设
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分别分析减震器阻尼项
+

1

!陀螺项
,

!蠕滑部

分的阻尼项
+

2

!蠕滑部分的刚度项
'

2

和循环矩阵
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以及非线性项
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减震器阻尼项
+

1

做负功"耗散能量'陀螺项
,

不做功"既不消耗系统的能量"也不向系统提供能

量'蠕滑部分的阻尼项
+

2

做负功"耗散能量'蠕滑

部分的刚度项
'

2

和循环矩阵
-

做正功"输入能量'

非线性项
)

%

!

&做负功"耗散能量(

当在一个蛇行运动周期内输入能量小于耗散能

量的时候"蠕滑力的输入功小于系统的耗散功"系统

总能量逐渐减小"运动状态趋于稳定(

在一个蛇行运动周期内"当输入能量大于耗散

能量的时候"系统总能量开始增加"此时通过阻尼和

弹簧力的作用一部分能量会转移到构架和车体"使

得构架!车体的振动幅度变大动能增加"同时弹簧的

势能也增加"减振器的耗散功也进一步增加"从而使

输入功和耗散功达到新的平衡"系统维持一种新的

稳定状态(此时如果轮对运行速度继续提高"系统

的总能量就会持续增加"系统就将寻找不到输入能

量和耗散能量的平衡状态"轮对会发生发散的蛇行

运动"直至系统失稳"轮缘贴靠钢轨(

从以上分析可见"决定系统稳定性的因素主要有

蠕滑力的输入能量"耗散能量"减振器的耗散能量以

及系统所能储存的最大动能和势能(在轮对蛇行运

动中轮轨蠕滑力将本来用于轮对前进的能量转化为

轮对横向振动能量(这是轮对发生蛇行乃至失稳的

能量来源(轮对蛇行运动能量流可以用图
#

来表示(

图
#

!

轮对蛇行运动的能量流
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!!

综上所述"轮对陀螺系统中"阻尼项
+

耗散能

量'陀螺项
,

不做功'刚度项分为悬挂刚度
'

1

和轮

轨蠕滑部分
'

2

"悬挂刚度
'

1

项能量既不输入"也

不输出"起到存储能量的作用'轮轨蠕滑刚度项
'

2

和蠕滑循环矩阵
-

输入能量(

4

!

非线性轮对陀螺系统的分叉分析

笔者从能量的角度分析了轮对系统稳定性机

理"分析发现陀螺力对系统不做功(为进一步分析"

对系统%

%

&运用打靶法)

B

*进行数值求解"考察轮对横

移随速度增大过程中的变化情况"画出轮对横移幅

值分叉图"分析陀螺力对轮对
C'

D

-

分叉的影响(

式%

!

&中"当陀螺矩阵
,X$

时"系统退化为非

陀螺系统(通过打靶法计算其蛇形运动响应"将结

果和原系统进行对比分析"对比结果如图
!

所示(

图
!

!

陀螺力对
C'

D

-

分叉的影响
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D
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由图
!

可知"陀螺力使系统的线性临界速度和

非线性临界速度增大"系统稳定性变好"且非陀螺系

统相对陀螺系统"相同速度下轮对横移幅值更大"更

快失稳甚至贴靠轮缘"可见陀螺力具有增稳作用(

5

!

陀螺效应对蛇行运动稳定性的贡

献率

!!

由第
#

"

!

节分析可知"陀螺力对系统不做功但

具有增稳作用(但是在现有高速列车稳定性分析

时"通常没有考虑陀螺效应的影响"那么陀螺力对蛇

形稳定性影响具体有多大"在什么情况下陀螺力可

忽略"什么情况下应该考虑陀螺效应"这些问题的进

一步分析对高速列车的安全运行至关重要(因此"

作者引入陀螺力稳定性贡献率)

%!

"

%F

*

"定量分析陀螺

力对蛇形稳定性的影响比重"以解决前述问题(

由陀螺矩阵
,

可知陀螺项和非线性项无关"故

不考虑非线性项影响"考虑如下形式线性轮对陀螺

系统
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对于形如式%

%%

&的完整力学方程"
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需要指出"不等式判据%

%#

&只是系统渐进稳定

的一个充分非必要条件(且由于求解
%

"

7

"

0

"

8

"

*

时"需要使用特征向量
.

"然而当特征向量已知后稳

定性问题也就迎刃而解了(因此"

2313,/14

V

*

不等

式渐进稳定判据不能直接在工程中应用(

H3

V

)+*/+*

等)

%O

*在
2313,/14

V

*

的基础上结合特

征值极值推导"得出了可以在工程中实际应用的极

值不等式判据(如果假设
%

)
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由式%

%!

&可定义含陀螺项的完整力学系统稳定

性系数)
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由方程%

%>

&知"陀螺系统稳定的充分非必要条

件为#

+

3

)

%

"即当
+

3

)

%

时"系统必定稳定'反之"当

系统不稳定时"必然有
+

3

(

%

'但是
+

3

(

%

时"系统不

一定失稳"故
+

3

X%

不能作为系统失稳的临界条件"

文献)

%!

*将
+

3

X%

作为系统失稳的临界条件并进而

得到临界速度"笔者认为是值得商榷的(尽管如此"

但不等式判据%

%!

&仍然可以作为稳定性分析的一个

比较有力的手段(

当不考虑陀螺项时"即陀螺矩阵
,X$

"则有

<

5+]

X$

"同理"可定义不含陀螺项的稳定性系数

+

$

:

#
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!!

非陀螺系统稳定的充分非必要条件为#

+

)

%

(

由方程%

!

&计算出各矩阵的特征值极值"结合参

数表
%

"绘出系统稳定性系数曲线图"如图
>

所示(

如图
>

"稳定性系数
+

3

"

+

越大"系统稳定性能越
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图
>

!

稳定性系数曲线
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NI341+0/,/1
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好且恒有
+

(

+

3

"即相同条件下"考虑陀螺力影响"

系统稳定性更好"从而进一步验证了第
!

节分析的

陀螺力具有增稳功能(当速度逐渐增大时"稳定性

系数逐渐降低"系统稳定性逐渐变差"这与实际结果

相符(由图
!

可知系统蛇行失稳临界速度为

%O"?#5

$

4

"当速度超过临界速度后"系统失稳"稳

定性系数趋近于
$

(

为了进一步研究陀螺效应在系统系统稳定性中

的影响"此处引用陀螺力贡献率)

%!

"

%F
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4
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陀螺力贡献率
4

反映了陀螺力在轮对蛇形稳

定性中作用的比例"

4

越小"表示陀螺力增稳作用

越小(

如图
"

所示"陀螺力贡献率随着轮对运行速度

的增大而增大"低速时"陀螺力贡献率较小(随着运

行速度的增大"陀螺力贡献率逐渐增大(当速度高

于
"=5

$

4

后"稳定性贡献率超过
%$̂

"陀螺力影响

将不可忽略(我国现有高速列车运行速度普遍超过

#$$@5

$

I

%

""9=5

$

4

&"降速前甚至超过
!$$@5

$

I

"

因此在高速列车稳定性分析时应该考虑陀螺力的

影响(

图
"

!

陀螺力贡献率曲线
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V
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6

!

结
!

论

笔者建立了轮对陀螺非线性模型"从能量的角

度分析了轮对蛇形运动时系统能量变化"阐述了轮

对蛇行运动的能量流'用打靶法对比分析了非线性

轮对陀螺系统和非陀螺系统的
C'

D

-

分叉'最后"定

义了稳定性系数和陀螺力贡献率"定量分析了陀螺

力对系统稳定性的影响(综合前述分析"得到如下

结论#

%

&轮对陀螺系统中"阻尼项
+

耗散能量'陀螺

项
,

不做功'刚度项分为悬挂刚度
'

1

和轮轨蠕滑

部分
'

2

"悬挂刚度
'

1

项能量既不输入"也不输出"

起到存储能量的作用'轮轨蠕滑刚度项
'

2

和蠕滑

循环矩阵
-

输入能量(

#

&陀螺力具有增稳作用"陀螺力使系统的线性

临界速度和非线性临界速度增大"系统稳定性变好"

且非陀螺系统相对陀螺系统"相同速度下轮对横移

幅值更大"更快失稳甚至贴靠轮缘(

!

&陀螺力贡献率随着速度的增大而增大"低速

时"陀螺力贡献率较小(当轮对高速运行时"陀螺力

影响较为显著"陀螺力影响将不可忽略(

利用陀螺力增稳功能"合理设计车辆"有利于提

高车辆运行速度"将对高速列车安全!高效运行起着

至关重要的作用(此外"笔者仅分析了轮对系统的

陀螺效应"整车陀螺效应研究工作尚未开展"整车陀

螺稳定性问题可作为今后研究工作重点(

参
!!

考
!!

文
!!

献

)

%

*

!

T*'1I3T

"

R_I5U9C/41')

V

'-41+0/,/1

V

'-)+/,W+

V

+*M

)'+M 3̀I/<,34

)

&

*

9.3I/<,3H

V

41357

V

*+5/<4

"

%OOO

"

!%

%

"

&#

#B!A!#!9

)

#

*

!

73J+13)S79NI3+

DD

)']/5+13M313)5/*+1/'*'-1I3

I(*1/*

8

5'̀353*1'-+)+/,W+

V

3̀I/<,30

V

+/M'-1I3

531I'M'-T)

V

,'̀ +*MR'

8

',

?

(0'̀

)

&

*

9S

DD

,/3MH</3*

A

1/-/<[343+)<I

"

%O=%

"

%$

%

%

&#

#$"A##B9

)

!

*

!

K/<@3*4SC9NI3M

V

*+5/<41+0/,/1

V

'-)+/,W+

V

3̀I/<,3

WI33,

A

4314+*M0'

8

/34I+̀/*

8D

)'-/,3MWI33,4

)

&

*

9Z*

A

13)*+1/'*+,&'()*+,'-H',/M4+*MH1)(<1()349%O="

"

%

%

!

&#

!%OA!>%9

)

>

*

!

K/<@3*4S C9NI3M

V

*+5/<41+0/,/1

V

'-+4/5

D

,/-/3M

-'()

A

WI33,3M)+/,W+

V

3̀I/<,3I+̀/*

8D

)'-/,3M WI33,4

)

&

*

9Z*13)*+1/'*+,&'()*+,'-H',/M4+*MH1)(1()34

"

%O="

"

%

%

>

&#

!B"A>$=9

O"O!

第
"

期 张
!

波"等#非线性轮对陀螺系统的稳定性及分叉研究



)

"

*

!

L''

D

3))/M3):T9NI3I(*1/*

8

03I+̀/')'-<'*̀3*1/'*

A

+,)+/,W+

V

1)(<@4

)

&

*

9&'()*+,'-2+*(-+<1()/*

8

H</3*<3

+*Ma*

8

/*33)/*

8

"

%OF#

"

O>

%

#

&#

F"#AF=%9

)

=

*

!

N)(3MC97

V

*+5/<4'-+)',,/*

8

WI33,431

)

&

*

9S

DD

,/3M

23<I+*/<4[3̀/3W4

"

%OO!

"

>=

%

F

&#

>!BA>>>9

)

F

*

!

J',+<I;9L'5

D

+)+0/,/1

V

'-1I3*'*

A

,/*3+)+*M,/*3+)

A

/\3M41+0/,/1

V

+4434453*1M()/*

8

)+/,W+

V

3̀I/<,3M34/

8

*

)

&

*

9.3I/<,3H

V

4135 7

V

*+5/<4

"

#$$=

"

>>

%

H%

&#

%#OA

%!B9

)

B

*

!

曾京
9

车辆系统的蛇行运动分叉及极限环的数值计算

)

&

*

9

铁道学报"

%OO=

"

%B

%

!

&#

%!A%O9

b3*

8

&/*

8

9:(53)/<+,<'5

D

(1+1/'*4'-1I3I(*1/*

8

0/

A

-()<+1/'*+*M,/5/1<

V

<,34-'))+/,W+

V

3̀I/<,34

V

4135

)

&

*

9&'()*+,'-1I3LI/*+[+/,W+

V

H'</31

V

"

%OO=

"

%B

%

!

&#

%!A%O9

%

/*LI/*343

&

)

O

*

!

孙桐林"胡忠国"高国生
9

轮对蛇行运动
C'

D

-

分岔的

非线性反馈控制)

&

*

9

国防交通工程与技术"

#$$>

"

#

%

%

&#

#OA!!9

H(*N'*

8

,/*

"

C(bI'*

88

('

"

Q+'Q('4I3*

8

9:'*,/*

A

3+)-33M0+<@<'*1)','-I'

D

-0/-()<+1/'*'-1I3I(*1/*

8

5'1/'*/*+)+/,WI33,431

)

&

*

9N)+--1<a*

8

/*33)/*

8

+*M

N3<I*','

8V

-'):+1'*+,73-3*<3

"

#$$>

"

#

%

%

&#

#OA!!9

%

/*LI/*343

&

)

%$

*

7'*

8

C+'

"

b3*

8

&/*

8

"

c/3&/+*I(+

"

31+,9R/-()<+1/'*

/*41+0/,/1

V

-')54'-I/

8

I4

D

33M)+/,W+

V

3̀I/<,34

)

&

*

9

H</3*<3LI/*+N3<I*','

8

/<+,H</3*<34

"

#$%!

"

"=

%

F

&#

%=B"A%=O=9

)

%%

*吴石"渠达"刘献礼"等
9

轴向铣削力与陀螺效应对颤

振稳定域的影响)

&

*

9

振动!测试与诊断"

#$%!

"

!!

%

=

&#

O!%AO!=9

K(HI/

"

d(7+

"

e/(c/+*,/

"

31+,9Z*-,(3*<3'-+]/+,

5/,,/*

8

-')<3+*M

8V

)'4<'

D

/<3--3<1'*5/,,/*

8

<I+113)

41+0/,/1

V

)

&

*

9&'()*+,'-./0)+1/'*

"

23+4()353*1 6

7/+

8

*'4/4

"

#$%!

"

!!

%

=

&#

O!%AO!=9

%

/*LI/*343

&

)

%#

*陈超"王均山"刘通
9

超声悬浮式陀螺的结构设计及悬

浮特性分析)

&

*

9

振动!测试与诊断"

#$%!

"

!!

%

=

&#

%$=$A%$=>9

LI3*LI+'

"

K+*

8

&(*4I+*

"

e/(N'*

8

9Z*̀341/

8

+1/'*

'*41)(<1()+,M

V

*+5/<M34/

8

*+*M4(4

D

3*M/*

8

<I+)+<

A

13)/41/<4(,1)+4'*/<,3̀/1+1/'*1

VD

3'-

8V

)'4

)

&

*

9&'()*+,

'-./0)+1/'*

"

23+4()353*1 6 7/+

8

*'4/4

"

#$%!

"

!!

%

=

&#

%$=$A%$=>9

%

/*LI/*343

&

)

%!

*黄世凯
9

轮对运动稳定性的机理研究)

7

*

9

成都#西南

交通大学"

#$%!9

)

%>

*王福天
9

车辆系统动力学)

2

*

9

北京#中国铁道出版

社"

%OO>

#

>OA""9

)

%"

*

K+

8

*3)E .9:'*,/*3+)M

V

*+5/<03I+̀/'()'-+)+/,

A

W+

V

WI33,431

)

&

*

9.3I/<,3H

V

41357

V

*+5/<4

"

#$$O

"

>F

%

"

&#

=#FA=>$9

)

%=

*李俊峰"王照林
9

非保守线性陀螺系统的稳定性)

&

*

9

应用数学和力学"

%OO=

"

%F

%

%#

&#

%%$FA%%%%9

e/&(*-3*

8

"

K+*

8

bI+',/*9H1+0/,/1

V

'-:'*

A

<'*43)̀+

A

1/̀3,/*3+)

8V

)'4<'

D

/<4

V

41354

)

&

*

9S

DD

,/3M2+1I35+1/<4

+*M23<I+*/<4

"

%OO=

"

%F

%

%#

&#

%%$FA%%%%9

%

/*LI/*343

&

)

%F

*

7'*

8

C+'

"

b3*

8

&/*

"

K(e/+*

8

"

31+,9S*+,

V

4/4'-1I3

8V

)'4<'

D

/<41+0/,/1

V

'-1I3WI33,431

)

&

*

9HI'<@+*M./

A

0)+1/'*

"

#$%>

"

#$%>

%

#$%>

&#

%AF9

)

%B

*

2313,/14

V

*ZZ9NI3

D

)'0,35'-

8V

)'4<'

D

/<41+0/,/\+1/'*

)

&

*

97'@,+M

V

"

S@+M35//:+(@HHH[

"

%O"#

"

B=

%

%

&#

!%A!>9

%

/*[(44/+*

&

)

%O

*

H3

V

)+*/+*SJ

"

T,/35 K92313,/14

V

*f4/*3

g

(+,/1

V

+*M

41+0/,/1

V

<)/13)/+/*53<I+*/<+,

D

)'0,354

)

L

*

,

#$$!Z*

A

13)*+1/'*+,L'*-3)3*<3PJI

V

4/<4+*ML'*1)',PJ)'<33M

A

/*

8

49H+/*1J313)40()

8

"

[(44/+

#

Zaaa

"

#$$!

#

%$O=A

%%$%9

第一作者简介#张波"男"

%OBB

年
%

月

生"博士生(主要研究方向为车辆系统

稳定性(

aA5+/,

#

F#=O#B!"$

"gg

9<'5

$=O

振
!

动!测
!

试
!

与
!

诊
!

断
!!! !!!!!!!!!!!!!

第
!"

卷
!



%=O!

第
"

期 张
!

波"等#非线性轮对陀螺系统的稳定性及分叉研究


