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传递矩阵法分析平面柔顺机构的振动特性
!
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摘要
"

为了分析柔顺机构的动态性能和力学传递关系"提出一种新型的基于传递矩阵法的振动力学模型'柔顺机

构由若干个柔性铰链与杆件顺序联接而成"采用传递矩阵法描述其力学状态量的传递关系'将柔性铰链视为拉伸

和弯曲变形的弹性梁"应用材料力学理论建立反映其自振性能的传递矩阵'将杆件视为刚体"采用动量矩定理建

立其动力学模型"得到描述振动刚体的传递矩阵'按照柔顺机构的联接形式"将每个元件的传递矩阵进行拼装"得

到系统总传递矩阵'总传递方程以柔顺机构的边界点状态矢量为未知变量"矩阵中的元素为机构结构参数和频率

的函数'应用边界条件"可得柔顺机构的特征方程"通过求解方程可得系统的固有频率和振型'将外力纳入传递

矩阵"建立反映外力激励与系统的关系的扩展传递矩阵以求解系统的频率响应'通过
$

种常用平面柔顺机构的动

态性能分析"结果表明所建立模型的正确性"能精确描述柔顺机构力学传递关系'

关键词
"

传递矩阵法(力学模型(动态性能(平面柔顺机构

中图分类号
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引
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目前"高精度!高分辨率的精密微操作平台在近

代尖端科学研究领域占有极其重要的地位'微操作

平台作为微技术和机器人技术交叉结合的产物"主

要用于精确控制微细操作'它的操作对象和微动部

分的运动范围极小"可以完成其他机械无法实现的

精细操作"如对细胞进行融合!存储!切割等细胞自

动作业'在用于处理微小物体进行微细定位和加工

操作时"微操作平台系统具有很大的优点"在微电子

加工!装配与操作等超精密制造与作业领域"微操作

平台也有广阔的应用前景)

&@=

*

'

柔顺机构是一种利用构件的弹性变形传递或转

换运动!力或能量的新型机构)

"@D

*

"具有运动分辨率

高和运动精度高等特点"适宜于作为微操作平台的

执行机构'但是"精密微操作平台易受外界环境扰

动"为了消除外界环境的扰动"需要建立振动力学模

型并对其动态性能进行分析'目前"建立柔顺机构

的力学模型的方法主要为伪刚体法和有限元法'伪

刚体法是将柔性铰链作为传统运动副并采用传统机

构分析方法分析其力学性能"该方法适宜于描述柔

顺机构的静态力学性能"同时该方法视铰链为理想

铰链)

D@F

*

"所以其计算精度低'有限元法是将柔顺机

构柔性铰链和杆件划分为按一定方式相互联结的单

元"具有多个自由度"所以采用有限元法描述柔顺机

构力学性能精度高"但计算量大"计算效率低"适宜

于描述柔顺机构的静态和动态性能"但不便于分析

机构参数与其性能之间的关系'

由于柔顺机构是复杂多刚
@

柔体系统"涉及矩阵

阶次高!计算工作量大!计算出现+病态,的问题)

&%

*

"

而传递矩阵法具有无需系统的总体动力学方程!涉

及的矩阵阶次低!建模灵活!程式化程度高等特

点)
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*

'传递矩阵法通过拼装各个元件的传递矩阵

得到系统的总传递矩阵"再利用边界条件得到系统

的特征方程"对其求解得到系统的固有振动特性"所

以传递矩阵法适宜于建立柔顺机构的振动力学模

型'传递矩阵法根据动态响应的解析解导出的传递

矩阵可精确描述柔顺机构的振动特性并得到其动态

响应的精确解'与有限元法)

&!

*和伪刚体法相比"传

递矩阵法所建立的模型具有精确!简明!计算量小!

物理意义清晰等特点'

笔者根据柔顺机构的结构特点"将柔顺机构分

为
$

种元件"一种元件是直梁式柔性铰链"另一种元
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件为平面振动刚体"分别建立它们的传递矩阵"并得

到系统的动力学方程'

$

"

柔顺机构振动力学模型

采用传递矩阵法建立柔顺机构的振动力学模型

的主要思想是#将机构分解成易于用矩阵形式表达

的简单力学特征元件'将每个元件按照它们相互之

间的联接关系拼装得到整个系统的动力学方程'根

据柔顺机构的结构特点"柔顺机构是由柔性铰链与

杆件相互联接而成"分别建立柔性铰链与杆件的力

学模型'假设柔顺机构是由直梁式柔性铰链和视为

刚体的杆件构成"下面分别分析
$

种元件的传递

矩阵'
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直梁型柔性铰链传递矩阵

考虑直梁型柔性铰链尺寸较小"忽略其质量"同

时在平面柔顺机构中"柔性铰链主要是纵向和横向

振动"所以将其作为具有拉伸和弯曲变形的弹性梁'

如图
&

所示"柔性铰链在纵向%

!

方向&和横向%

"

方

向&振动"柔性铰链中任一点的状态矢量元素包括该

点状态变量的位移与内力'设柔性铰链输入端与输

出端的状态矢量分别为
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分别为铰链输入端的位移和转

角(
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力矩(
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分别为铰链在输出端所受

力和力矩'

定义柔性铰链的传递矩阵为其两端截面上的内

力与位移的关系
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由柔性铰链平衡条件可知"力与力矩矢量和

为零
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为铰链长度'

由材料力学可知"柔性铰链轴向变形)
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在柔性铰链
!

处的转角和变形为
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处截面弯矩(
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为积分常

数"它们可由边界条件求得'

边界条件可表示为
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由图
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所示"采用截面法的截面弯矩可表示为
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联合式%
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&可得柔性铰链输出端与输入

端转角与位移的关系为
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其中#
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为弹性模量(
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和
,

分别为柔性铰链的截

面面积和惯性矩'
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&可得直梁型柔性铰

链传递矩阵
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由式%
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&可知"柔性铰链的传递矩阵与其长度!

截面惯性矩和弹性模量有关"反映了柔性铰链的自

振性能'

图
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直梁型柔性铰链模型
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平面振动刚体传递矩阵

由于构成柔顺机构的杆件相对于柔性铰链尺寸

较大"变形小"可视为平面振动刚体'定义杆件的输
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入点与输出点的状态矢量分别为
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表示刚体输入与输出关系的运动微分方程"可

得在频域中的平面振动刚体的传递矩阵
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如图
$

所示"一端输入一端输出平面振动刚体"

质量为
1

"建立以输入点
,

为坐标原点的局部坐标

系
,!

"

"刚体相对于点
,

的转动惯量为
2

K

"输出点

3

的坐标为 %

4
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4
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&"质心
-

点的坐标为 %
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&'

根据输出点
3

与输入点
,

的几何关系"输出点
3

的

转角与输入点
,

的转角相同"输出点
3

位移为
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同理"可得质心
-

点的位移
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根据质心运动定理和活动矩心绝对动量矩定

理"可得平面振动刚体的动力学方程
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联合式%
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&和式%
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&可得平面振动刚体的传递

矩阵为
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由式%

&#

&可知"平面振动刚体的传递矩阵与杆

件输出端和质心位置!质量!绕输入端的转动惯量及

振动频率有关"反映了杆件的振动性能'

图
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平面振动刚体模型
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坐标变换矩阵

为了研究方便"所建立的描述柔顺机构各个元

件的局部坐标系可能方位不同'为了获得柔顺机构

系统的传递矩阵"需要建立统一的全局坐标系"以及

$

套坐标系下对应力学量之间的相互转换关系'如

图
!

所示"
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表示定义元件
8

状态矢量的局部坐

标系"
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表示系统的全局坐标系"
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套坐标系之

间的夹角为
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"定义元件
8

输入和输出端的状态矢

量在其局部坐标系中分别为.
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研究平面柔顺机构振动时"若元件
8

状态矢量

的形式表示为
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"

:

"

!

%

"

$

%

"

&

!

"

&

"

*

B

%

&A

&

则坐标变换矩阵为正交矩阵"即
#

)

&

8

#

#

B

8

'根据元

件
8

在局部坐标系下传递矩阵.

"

8

的定义

.

!

8

"

L

#

.

"

8

.

!

8

"

K

%

&F

&

""

将式%

&D

&代入式%

&F

&可得元件
8

在全局坐标系

下的传递矩阵

!

8

"

L

#

"

8

!

8

"

K

"

8

#

#

B

8

.

"

8

#

#

$

%

8

%

$%

&

图
!

"

坐标变换
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"
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$:'

"

系统传递方程

如图
=

所示"设柔顺机构由
;

个元件%铰链和刚
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体&和
;

'

&

个联接点和边界点组成"

!

&

"

,

"

!

;

"

3

为边

界点的状态矢量'

;

个元件在全局坐标系下的传递方程分别为

!

&

"

L

#

"

&

!

&

"

K

!

$

"

L

#

"

$

!

$

"

K

!

;

"

L

#

"

;

!

;

"

#

$

%

K

%

$&

&

""

由于元件
&

的输出是元件
$

的输入"依次类推"

第
8

)

&

个元件的输出是元件
8

的输入"所以"系统的

传递方程可以表示为

!

;

"

L

#

"!

&

"

K

%

$$

&

其中

"

#

"

;

"

;

)

&

.

"

8

.

"

$

"

&

%

$!

&

""

式%

$!

&称为柔顺机构的总传递矩阵"它是由各

元件的传递矩阵依次相乘得到'通过传递矩阵"系

统中某点的状态矢量传递到另一点的状态矢量"它

描述了机构同一时刻不同点状态之间的关系'以频

率
"

作简谐振动的系统"传递矩阵为
"

的函数'利

用这种传递关系可求出柔顺机构任何点的状态

矢量'

图
=

"

柔顺机构总传递矩阵示意图

N0

9

:=

"

BJ42(2,-2*,+5.4*6,2*0O(.<(6

P

-0,+264<J,+0565

%

"

柔顺机构动态性能分析

%:$

"

固有频率分析

""

采用系统的传递矩阵求解柔顺机构的固有频

率'系统的传递矩阵的元素均为系统固有频率的函

数'由式%

$$

&表示的
#

个线性方程"应用边界条件"

其中
!

个齐次方程可写为

"<!<

&

"

K

#

$

%

$=

&

其中#

!<

&

"

K

为状态矢量
!

&

"

K

中的
!

个未知元素构成

的矢量(

"<

为其对应
"

的
!

=

!

的子矩阵(由于

!<

&

"

K

0

%

"因此
"<

的行列式为
%

"可得系统的特征

方程为

$#

M42

%

"<

&

#

%

%

$"

&

""

则
$

是关于
"

的多项式函数"计算其根即为系

统的固有频率'对每阶固有频率"可求解总传递方

程得到系统边界点的状态矢量"利用每个元件传递

矩阵得到系统每点的状态矢量和系统振型'

%:%

"

频率响应分析

采用传递矩阵法求解系统固有频率和振型后"

可求解任意激励下柔顺机构的动态响应'设柔顺机

构受频率为
"

的简谐激励力"柔顺机构输出将以同

样的频率
"

作简谐振动"可得系统的频率响应'当

"#

%

所得出的响应为其静态响应'

为了将柔顺机构所受的外力纳入到传递矩阵"

定义扩展状态矢量为

%

!
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"

&

*

"

!

K

"

&

*

"

"

,

&

*

B

%

!
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设柔性铰链处无外力作用"则对应于柔性铰链

的扩展状态矢量的扩展传递矩阵为

%

"

J

#

& % % %

(
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% %
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%
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%
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% % % % % & %

(

)

*

+

% % % % % % &

%

$D

&

图
"

"

平面振动刚体受力图
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如图
"

所示"设在杆件某点 %

!

"

"

&处受集中力

和集中力矩"根据杆件的动力学方程可得
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&
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%

$A

&
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联合式%

$A

&和式%

$#

&可得杆件的扩展传递矩

阵为
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"
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"
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"
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"
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&
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"
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*
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*

"

!

% 1

"
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"
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同理"由元件的传递方程得到系统稳态振动的

总传递方程为

%

!
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"
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"
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""

系统的扩展总传递矩阵%

"

可表示为

%

"

#

"

&

) *

% &

%

!&

&

其中

>

#

%

1

;

?

#
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"

?

&
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'
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1

;

?

#

!

"

?

&
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'

>;

""

利用边界条件"则可以得到柔顺机构输入端的

状态矢量与外力及频率的关系"利用各个元件的传

递矩阵就可得任何点的位移简谐响应'

&

"

算
"

例

&:$

"

导向柔顺机构

""

如图
#

所示"导向柔顺机构由导向梁和导向块

组成"导向梁相对于导向块尺寸较小"视为直梁式柔

性铰链"导向块为刚体'元件传递关系为
&

2

$

2

!

"可分别得出导向梁和导向块的传递矩阵"并根据

各个构件的联接形式"则可得到整个系统总传递矩

阵"可得元件
&

输入端和
!

输出端的状态矢量分别为

!
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&

"
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!

"
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材料弹性模量
* T$%%GE,

"密度
%

TDA"%

?

9

$

6

!

'

@

9

"

A

9

和
4

9

分别为导向梁的长度!厚度和宽

度"它们分别为
&%

"

%:"

和
$66

'导向块的长度!

厚度和宽度分别为
"

"

!%

和
&%66

'

利用式%

$"

&可求出导向机构的固有频率"为了

研究分析柔性铰链参数对其固有频率的影响"各参

数范围为
@

9 3

)

"

"

$%

*

66

"

A

9 3

)

%B&

"

$

*

66

和

4

9 3

)

&

"

&%

*

66

"由于各个参数范围不一样"为了

能比较分析"将它们进行归一化处理'图
D

表示导

向机构固有频率与铰链参数之间的关系"由图可以

看出"

@

9

和
A

9

对导向机构影响较大"但
4

9

对其影响

较小"而且随
@

9

增大而减小"随
A

9

增大而增大'分

析结果符合导向机构工作特点"表明模型的正确性'

为了研究分析导向机构的振型"将第
&

阶固有

频率代入各个元件的传递矩阵"并利用边界条件"可

得各个点位移"将各个位移描绘可得如图
A

所示第

&

阶振型"实线表示机构静止时的状态"虚线表示系

统的振型'由图可知"第
&

阶振型为沿
"

方向振动"

与
I;UVU

模态分析的结果一致"说明所建立的模

型的正确性'

为了分析导向柔顺机构的频率响应"设作用于

如图
#

所示的输入力
&

9

#

50+

"

A

"频率范围为
"

3

)

&%

$

"

&%

"

*

*,M

$

5

'根据系统的扩展总传递矩阵可

得导向块沿
"

方向的位移简谐稳态响应"由此可得

由输入力到输出位移的幅频响应曲线如图
F

所示'

由图可知"当系统的激励频率接近于其固有频率"系

统发生共振"说明所建立模型能精确反映导向机构

的动态性能'

图
#

"

导向柔顺机构
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-0,+264<J,+056

图
D

"

导向机构固有频率与铰链参数之间关系
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图
A

"

导向柔顺机构第
&

阶振型
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图
F

"

导向机构幅频特性
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&:%

"

桥式柔顺机构

桥式柔顺机构如图
&%

所示"其采用桥式结构对

进行位移放大"是一种常用的放大机构"机构由柔性

铰链和杆件
&

"

$

及输出平台组成'设柔性铰链长!

宽和高分别为
!

"

&%

"

%:#66

"杆件
&

长和高分别为

A

"

$66

"杆件
$

长和高分别为
&A

"

D66

"输出平台

的长和高分别为
A

"

!66

'图
&&

表示桥式柔顺机

构的联接形式"元件传递关系为
&

2

$

2

.

2

&"

'

其中"元件
&

"

!

"."

&!

"

&"

为直梁式柔性铰链"元件

$

"

=

"."

&$

"

&=

为振动刚体"可分别建立它们的传递

矩阵"系统的边界条件为

图
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"

桥式柔顺机构
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图
&&

"

桥式柔顺机构联接形式
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桥式柔顺机构的输入与输出之间关系为
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'

由边界条件"可求机构的固有频率和频率响应'

通过求解桥式柔顺机构的特征方程可得系统的第
&

和
$

阶固有频率分别为
&"&#:#

"

=$#!:$*,M

$

5

'为

了分析桥式柔顺机构的频率响应"设作用于如图
&&

所示的输入力
&

#

50+

"

A

"其频率范围为
"
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)
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&

"
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*

*,M

$

5

'根据系统的扩展总传递矩阵可

得输出平台沿
!

和
"

方向的位移稳态响应"由此可

得由输入力到输出位移的幅频响应曲线"如图
&$

所

示'由图可知"当机构的激励频率接近于其固有频

率时位移最大"

"

方向位移比
!

方向位移大"说明所

建立模型能精确反映该机构的动态性能'

图
&$

"

桥式柔顺机构幅频特性

"
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利用所推导出的扩展传递矩阵"可以对柔顺机

构进行静态性能分析"即设
"#

%

"在单位力
&

#

&

作

用下"利用传递矩阵的特点"可计算输入端与输出端

的位移以及机构的放大倍数
&

"结果为
!:!=

"有限

元
I;UVU

计算结果为
!:#D

'两者计算的结果接

近"表明理论模型的正确性'
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'

"

结
"

论

&

&建立直梁型柔性铰链和杆件的传递矩阵"根

据柔顺机构的结构特点"建立平面柔顺机构总传递

矩阵"并利用边界条件建立系统的特征方程求解系

统固有频率和振型'

$

&为了分析柔顺机构的频率响应"引入元件的

扩展状态和扩展传递矩阵"将外力纳入传递矩阵"可

求解系统的频率响应'

!

&对
$

种常用的平面柔顺机构进行动态性能

分析"表明了所建立的动态模型的正确性'
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