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泛灰数学的不确定链式结构系统固有频率分析
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摘要
"

针对不确定因素对系统动力特性的影响"在应用泛灰数学的基础上"对不确定链式结构系统固有频率的求

解方法进行了研究'首先"通过对泛灰数四则运算结果的分析"指出了利用泛灰数进行区间分析存在的缺陷"提出

了一种改进的泛灰数除法运算规则"进而将链式结构系统中的不确定性参数用泛灰数表示(其次"基于矩阵传递

法"导出了系统固有频率的非线性泛灰方程"并针对该方程的求解"在运用泛灰数运算规则的基础上"提出了一种

区间搜索进退算法(最后"通过算例说明了笔者算法的可行性和求解方法的有效性'

关键词
"

链式结构(传递矩阵法(泛灰数学(不确定性(固有频率

中图分类号
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结构固有频率的计算在工程结构的动态分析和设

计中具有重要的作用'但在实际中"由于几何参数!物

理参数等可能存在的不确定性"使得在结构动力特性

分析时有必要考虑这些不确定性因素对固有频率的影

响'灰色系统理论)

%

*是继随机理论!模糊理论和区间

数学)

#B&

*之后解决不确定性问题的又一类方法"它可以

处理多种不确定性"尤其适用于解决概率统计!模糊数

学难以解决的+小样本,!+贫信息,不确定问题"而在决

策学!预测学等领域也有广泛的前景)

>B"

*

'在灰色系统

理论基础上"有学者提出了泛灰集合和泛灰数学分析

基础)

D

*

"为灰色信息的定量描述提供了新途径'泛灰

数学由于其有关运算能够展开"为此利用泛灰数学方

法处理不确定性问题"具有较好的实用性)
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'

工程中许多结构和传动机械装置"如连续梁结

构!多层框架结构!船舶推进轴等均可简化为链式结

构系统'对于该类结构系统"迄今所见到的大多数

结构动力分析建模均属于确定性模型)

%%

*

'此类模

型无法反映系统结构中的不确定因素对其动力特性

的影响"在许多情况下"必须考虑系统中结构参数本

身的不确定性'目前"针对结构参数具有不确定性

的链式结构系统动力特性的研究较少)

%#B%!
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'

现以含有区间参数的链式结构系统为对象"笔

者结合泛灰数学方法和传递矩阵法"研究了该系统

的质量和刚度同时具有区间不确定性时系统固有频

率的求解方法'
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泛灰数学基础及其区间分析
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泛灰数的四则运算规则)
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作是泛灰数
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为泛灰数
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泛灰数学的区间分析功能

在实际应用时"泛灰数
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利用区间数计算函数值域"计算结果与函数的表

达式有关)
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(而利用泛灰数计算函数值域与函数的

表达式无关"且用泛灰数计算得到的解区间包含于区

间数计算得到的解区间'笔者通过分析式%

&

&发现#

在该泛灰数除法运算规则中"商的上界和下界分别是

由参与运算的泛灰数的上界和上界!下界和下界计算

得到"而上界和下界之间没有运算关系"其结果将可能

使函数值域被缩小'为此针对式%
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&提出如下改进的
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为验证改进运算规则的正确性"这里给出一算

例#求函数
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采用改进的泛灰数除法运算规则计算"首先需

保证分子与分母相互独立"因此将原函数变形为#
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的精确解'而若利用原泛灰数运算式%
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&计算得函
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此结果缩小了原函数的值域'

由以上分析可知"泛灰数具有区间分析功能"利

用改进的泛灰运算规则计算得到的函数解区间可以

更好地接近真实解'由于区间扩展与因变量的运算

顺序有关"所以求解时需先将函数中区间数全部转换

为泛灰数"再用以上改进的泛灰函数运算规则求解'
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链式结构系统的动力特性分析

对工程中的链式结构系统进行动力特性分析的

一种简洁有效的计算方法为传递矩阵法'笔者采用

如图
%

所示的单链式轴盘扭转系统"设
1

2

和
3

2

分别

表示各刚性盘的转动惯量和各弹性轴的扭转刚度'由

传递矩阵法可得轴系最右端的状态向量
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可表示为

图
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其中#
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分别为盘与轴的转角和扭矩"向量上标
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状态向量
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则依赖于轴系两端给定的边

界条件'通常对链式轴盘扭转系统进行动力特性分

析时"根据边界条件"系统的固有频率函数可表示为

如下的非线性方程
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系统固有频率非线性泛灰方程的求解

在确定性问题中"系统中结构参数
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定量"非线性方程%
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&变为关于
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的常系数高次多

项式方程'而在不确定问题中"系统中的结构参数
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泛灰系数'
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的非线性区间方程
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"

$#

#

!

#

*

6

4

'

%

&

/

&

)

$4

!

4

"
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%
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&
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&

%

"

$4

&

%

#

!

4

&

%

*&

"

$

%

%C

&

""

为利用本区间进退搜索算法求解式%

%C

&"首先

需将各区间参数
$

2

"

)

$

2

"

#

$

2

*的中值
!

@

0

代入式%

%&

&

得确定性非线性方程

*

%

!

7

"

6

&

"

*

%

$

7

%

"

$

7

#

"/"

$

7

8

"

6

&

"

$

%

%F

&

""

求解式%

%F

&"得到对应区间中值的各阶固有频

率
6

7

9

%

9

"

%

"

#

"/"

4

&"以
6

7

9

为初值求解区间方程

%

%C

&"按一定的搜索步长"正向和反向搜索计算得到

一系列
*

%%

#$

"

$

"

#$

3

"

$

*&"

6

&函数值"根据一定的判

断准则"求出各阶固有频率的解区间 )

6

"

3

6

*'

这种利用区间搜索的进退算法"求解不确定链

式结构固有频率解区间的主要步骤如下'

%

&建立所研究链式系统的子传递矩阵
"

2

"根据

公式
"

T

"

4

"

4

'

%

/

)

%

得到总传递矩阵
"

'

#

&由边界条件表出状态向量
!

4

"

!

%

"再由
!

4

"

"!

%

传递公式得到非线性方程
*

%

!

"

6

&

"

$

'

!

&求解式%

%&

&得到对应于区间中值
!

@

0

的各阶

固有频率
6

7

9

'

&

&对于式%

%D

&"置迭代轮次
9

"

%

%

9

"

%

"

#

"/"

4

&"给定允许误差
%

*

$

"以
6

%

%

&

9

"

6

7

9

为初始值进行

如下双向搜索#

,:

给定初始反向搜索步长
:

"则同时满足不等

式
*

%

;

&

%

$

!

"

6
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;

&

9

&

(

*

%

;

&

%

$

#

!

"

6

%

;

&

9

&

5

$

和
*

%

;

&

%

&

%

$

!

"

6

%

;

&

9

'

:

&

(

*

%

;

&

%

&

%

$

#

!

"

6

%

;

&

9

'

:

&

'

$

"且泛灰模
+

%

*

%

;

&

"

*

%

;

&

%

&

&

5

%

的
6

%

;

&

9

为第
9

阶固有频率
6

9

的下界
6

9

"

6

%

;

&

9

"其中
;

为迭代次数(

1:

给定初始正向搜索步长
:

"则同时满足不等

式
*

%
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&
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"

3

6

%

3

&

9

&

(

*

%

3

&

%
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"

3

6
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3

&

9

&
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$

和
*

%

3

&

%

&

%

$
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"

3

6

%

3

&

9

&

:

&

(

*

%

3

&

%

&

%

$

#

!

"

3

6

%

3

&

9

&

:

&

'

$

"且泛灰模

+

%

*

%

3

&

"

*

%

3

&

%

&

&

5

%

的3

6

%

3

&

9

即为第
9

阶固有频率
6

9

的

上界3

6

9

"

3

6

%

3

&

9

"其中
3

为迭代次数'

>

&置迭代轮次
9

"

9

&

%

"重复步骤
&

&"依次得到

系统各阶固有频率的解区间)

6

9

"

#

6

9

*%

9

"

%

"

#

"/"

4

&'

*

"

算
"

例

算例
$

"

单链式三轴段圆盘扭振系统)

%!

*

#左端

固定"右端自由'各圆盘的转动惯量
1

2

"

1

%

2

"

%

"

#

"

!

&相同"各轴段的扭转刚度
3

2

"

3

%

2

"

%

"

#

"

!

&相同"

其中各
1

2

存在
<

!U

的误差"各
3

2

存在
<

>U

的误

差'求系统的各阶固有频率"各阶传递矩阵为

"

2

"

% %
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'

1
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#
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总传递矩阵
"

T

"

!

"

#

"

%

"
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6

&

7
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%

6

&
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6

&

7
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%
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/
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2

&

由边界条件
#

$

"

$

"

5

M

!

"

$

可推得系统关于固有

频率的非线性方程为
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"

$

结构参数
3

2

"

1

2

%

2

"

%

"

#

"

!

&相互独立"上式中每

一除式中分子!分母均相互独立"所以可应用改进的

泛灰数四则运算规则'置允许误差
%"

%$

'

&

"分别

&>#

振
"

动!测
"

试
"

与
"

诊
"

断 第
!"

卷
"



用泛灰运算和改进的泛灰运算"得到系统各阶固有

频率值域与区间逐步离散法)

%!

*的结果见表
%

'

表
$

"

链式结构的固有频率区间

+,-%$
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.,/01,2314

5

0467

8

"379,#6:/107/014:
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#
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3

$

1

&

区间逐步

离散法
泛灰解

改进的

泛灰解
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"
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"
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"
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"
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)
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!
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"
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*

)
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*
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*

由表
%

可见"泛灰解区间是文献)

%!

*的解区间

的子集"而改进的泛灰解区间与文献)

%!

*相同'区

间逐步离散法对于问题中的区间变量变化较小时"

其计算结果能逼近真实的解区间)

%!

*

'由于利用改

进的泛灰数运算方法"故改进的泛灰解比原泛灰解

更逼近于原方程的准确解'

算例
'

"

求图
#

所示
>

自由度框架结构的各阶

固有频率的解区间)
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*

'其刚度参数区间 )

3

%

*

"

)

#

"

#=$#

*

A;

$

6

")

3

#

*

"

)

%=C

"
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>
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该链式结构其各阶传递矩阵为
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和两端的边界条件得到该系统

的关 于 固 有 频 率 的 非 线 性 方 程 为
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结构参数
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"
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#
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&相互独立"上式每一除式中分

子!分母相互独立"故可应用改进的泛灰数运算规

则'置允许误差
%"

%$

'

&

"用泛灰运算和笔者改进

的泛灰运算"得到的系统的各阶固有频率值域与文

献)

%&B%>

*的结果一并列于表
#

'

表
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框架结构的固有频率区间
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矩阵摄
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泛灰解
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由表
#

可见"矩阵摄动法得到的解区间与本问

题的精确解即全局优化解没有明显的包含与被包含

的关系(泛灰解区间是全局优化解区间的子集(而笔

者改进的泛灰解区间则与全局优化解相同"再次彰

显了改进的泛灰解的正确性'

从计算过程分析"采用区间逐步离散算法"针对

某阶固有频率的计算时间与系统中自由度个数和独

立参数个数有关"且计算时间随着系统中独立参数

个数的增长呈幂次方增长)

%!

*

"在独立参数较多时"

计算效率低(而笔者算法与系统中自由度个数和独

立参数个数无关"计算时间较短'

<

"

结束语

笔者提出了改进的泛灰数除法运算规则"并编

写了泛灰四则运算的
3,2-,1

程序"通过数学算例表

明了该运算规则的合理性'文中提供了不确定链式

结构固有频率计算的新方法'算例结果与其他文献

结果对比表明#原泛灰数运算规则下的固有频率的

解区间包含于系统的准确解"而改进泛灰数运算规

则下的解区间则为原问题的精确解"进一步验证了

>>#"

第
#

期 靳红玲"等#泛灰数学的不确定链式结构系统固有频率分析



改进泛灰数运算规则的合理性和正确性'进行不确

定性链式结构各阶固有频率分析时"基于泛灰理论

的区间搜索进退算法没有引入更多假设"求解过程

与系统中自由度个数和独立参数个数无关"适用面

较广"计算效率较高'

参
""

考
""

文
""

献

)

%

*

"

84+

9

':GQ4@(+2*(-

=

*(1-46 (.

9

*4

R

5

R

52465

)

'

*

:

W

R

524657X(+2*(-S4224*

"

%FC#

"

%

%

>

&#

#CCB#F&:

)

#

*

"

Y-05Q,A(..Z:GQ*44 O4*50(+5 (.2Q4.0+024 4-464+2

642Q(P 1,54P (+ @(+@4

=

25 (.402Q4*52(@Q,520@02

R

"

.)VV0+455(*,+20

B

(

=

2060V,20(+

)

'

*

:<

==

-04P34@Q,+0@5

M4O04[

"

%FFC

"

>%

%

!

&#

#$FB#%C:

)

!

*

"

3)Q,++,M S

"

3)--4+M S:\+@4*2,0+2

R

0+ 64@Q,+0@5

=

*(1-465

B

0+24*O,-

B

1,54P,

==

*(,@Q

)

'

*

:'()*+,-(.Y+

9

0+44*

B

0+

9

34@Q,+0@5

"

#$$%

"

%#D

#

>>"B>>D:

)

&

*

"

祁力群
:

区间分析)

'

*

:

运筹学杂志"

%FC#

"

%

%

%

&#

%>%B

%>":

]0S0

^

)+:Z+24*O,-,+,-

R

505

)

'

*

:XQ0+454'()*+,-(.E

=

4*

B

,20(+M454,*@Q

"

%FC#

"

%

%

%

&#

%>%B%>":

%

0+XQ0+454

&

)

>

*

"

牟峰"袁晓辉"王慈光"等
:

基于灰预测和正态云的

参数自适应蚁群遗传算法)

'

*

:

控制理论与应用"

#$%$

"

#D

%

"

&#

D$%BD$":

3)N4+

9

"

_),+ 0̀,(Q)0

"

a,+

9

X0

9

),+

9

"

42,-:<+2

B

@(-(+

R

B

9

4+420@ ,-

9

(*02Q6 [02Q ,P,

=

20O4

=

,*,6424*5

1,54P(+

9

*4

R=

*4P0@20(+,+P+(*6,-@-()P

)

'

*

:X(+

B

2*(-GQ4(*

R

7 <

==

-0@,20(+5

"

#$%$

"

#D

%

"

&#

D$%BD$":

%

0+XQ0+454

&

)

"

*

"

秦海勤"徐可君"隋育松"等
:

基于系统信息融合的

滚动轴承故障模式识别)

'

*

:

振动!测试与诊断"

#$%%

"

!%

%

!

&#

!D#B!D":

]0+I,0

^

0+

"

)̀b4

?

)+

"

W)0_)5(+

9

"

42:,-:M(--0+

9

14,*0+

9

.,)-2

=

,224*+*4@(

9

+020(+1,54P(+.)50+

9

*,+

B

P(6

"

9

*,

R

,+P.)VV

R

0+.(*6,20(+

)

'

*

:'()*+,-(./0

B

1*,20(+

"

34,5)*464+2 7 80,

9

+(505

"

#$%%

"

!%

%

!

&#

!D#B!D":

%

0+XQ0+454

&

)

D

*

"

王清印
:

灰色数学基础)

3

*

:

武汉#华中理工大学出

版社"

%FF"

#

F%B%>D:

)

C

*

"

S)(_()L0+

"

I),+

9

I(+

9

VQ(+

9

"

N,+ 0̀,+.4+

9

:GQ4

)+0O4*5,-

9

*4

R

2*,+5.4*6,2*0L642Q(P,+P025,

==

-0@,

B

20(+0+@,-@)-,20+

9

2Q4+,2)*,-.*4

^

)4+@045(.5

R

52465

)

'

*

:W2*(

?

+05A0/452+0A

B

'()*+,-(. 34@Q,+0@,-Y+

9

0

B

+44*0+

9

"

#$$"

"

>#

%

F

&#

>F#B>FC:

)

F

*

"

吴晓"罗佑新"文会军"等
:

非确定结构系统区间分

析的泛灰求解方法)

'

*

:

计算力学学报"

#$$!

"

#$

%

!

&#

!#FB!!!:

a) 0̀,(

"

S)(_()L0+

"

a4+I)0

?

)+

"

42,-:Z+24*O,-,

B

+,-

R

505642Q(P(.)+@4*2,0+52*)@2)*,-5

R

52465)50+

9

)+0O4*5,-

9

*4

R

+)614*

)

'

*

:XQ0+454'()*+,-(.X(6

=

)

B

2,20(+,-34@Q,+0@5

"

#$$!

"

#$

%

!

&#

!#FB!!!:

%

0+XQ0

B

+454

&

)

%$

*靳红玲"陈建军"马洪波"等
:

计算广义
M,

R

-40

9

Q

商

的泛灰数学方法)

'

*

:

振动!测试与诊断"

#$%!

"

!!

%

!

&#

&%"B&#$:

'0+I(+

9

-0+

9

"

XQ4+'0,+

?

)+

"

3, I(+

9

1(

"

42,-:<

642Q(P.(*2Q4@,-@)-,20(+(.M,

R

-40

9

Q

^

)(204+2[02Q)

B

+0O4*5,-

9

*4

R

6,2Q46,20@5

)

'

*

:'()*+,-(./01*,20(+

"

34,5)*464+27 80,

9

+(505

"

#$%!

"

!!

%

!

&#

&%"B&#$:

%

0+XQ0+454

&

)

%%

*王艾伦"骆舟
:

基于键合图的传递矩阵法及其在链式

系统建模中的应用)

'

*

:

机械科学与技术"

#$$F

"

#C

%

&

&#

&#"B&!$:

a,+

9

<0-)+

"

S)(cQ():<2*,+5.4* 6,2*0L 642Q(P

1,54P(+1(+P

9

*,

=

Q,+P025,

==

-0@,20(+2(2Q46(P4-

B

0+

9

(.@Q,0+52*)@2)*4P5

R

52465

)

'

*

:34@Q,+0@,-W@0

B

4+@4 ,+P G4@Q+(-(

9R

.(* <4*(5

=

,@4 Y+

9

0+44*0+

9

"

#$$F

"

#C

%

&

&#

&#"B&!$:

%

0+XQ0+454

&

)

%#

*董满才"芮筱亭"王国平
:

随机参数多体系统特征值

随机特性分析方法研究)

'

*

:

南京理工大学学报"

#$$"

"

!$

%

&

&#

&>CB&"%:

8(+

9

3,+@,0

"

M)0 0̀,(20+

9

"

a,+

9

d)(

=

0+

9

:<+,-

R

505

642Q(P5(.*,+P(6 40

9

4+O,-)4(. 6)-201(P

R

5

R

5246

[02Q*,+P(6

=

,*,6424*5

)

'

*

:'()*+,-(.;,+

?

0+

9

\+0

B

O4*502

R

(.W@04+@4,+PG4@Q+(-(

9R

"

#$$"

"

!$

%

&

&#

&>CB

&"%:

%

0+XQ0+454

&

)

%!

*张建国"陈建军"黄居锋
:

基于传递矩阵法的不确定

链式结构固有频率区间分析)

'

*

:

振动与冲击"

#$$D

"

#"

%

%

&#

%$$B%$!:

cQ,+

9

'0,+

9

)(

"

XQ4+'0,+

?

)+

"

I),+

9

'O.4+

9

:Z+24*O,-

,+,-

R

505.(*+,2)*,-.*4

^

)4+@045(.,+)+@4*2,0+52*)@

B

2)*41,54P(+2*,+5.4*6,2*0L642Q(P

)

'

*

:'()*+,-(.

/01*,20(+,+PWQ(@A

"

#$$D

"

#"

%

%

&#

%$$B%$!:

%

0+XQ0

B

+454

&

)

%&

*陈塑寰"邱志平"宋大同"等
:

区间矩阵标准特征值问

题的一种解法)

'

*

:

吉林大学学报"

%FF!

"

#!

%

!

&#

%BC:

XQ4+W)Q),+

"

]0)cQ0

=

0+

9

"

W(+

9

8,2(+

9

"

42,-:<

642Q(P.(*5(-O0+

9

40

9

4+O,-)4

=

*(1-46(.2Q40+24*O,-

6,2*0L

)

'

*

:'()*+,-(.'0-0+\+0O4*502

R

(.G4@Q+(-(

9R

"

%FF!

"

#!

%

!

&#

%BC:

%

0+XQ0+454

&

)

%>

*王登刚
:

计算具有区间参数结构的固有频率的优化方

法)

'

*

:

力学学报"

#$$&

"

!"

%

!

&#

!"&B!D#:

a,+

9

84+

99

,+

9

:d-(1,-(

=

2060V,20(+642Q(P.(*@(6

B

=

)20+

9

.*4

^

)4+@045(.52*)@2)*45[02Q0+24*O,-)+@4*2,0+

=

,*,6424*5

)

'

*

:<@2,34@Q,+0@,W0+0@,

"

#$$&

"

!"

%

!

&#

!"&B!D#:

%

0+XQ0+454

&

第一作者简介!靳红玲"女"

%FD>

年
F

月

生"博士!讲师'主要研究方向为不确定

结构分析与可靠性工程'曾发表1计算

广义
M,

R

-40

9

Q

商的泛灰数学方法2%1振

动!测试与诊断2

#$%!

年第
!!

卷第
!

期&

等论文'

YB6,0-

#

!D>FF"!&C

"^̂

:@(6

">#

振
"

动!测
"

试
"

与
"

诊
"

断 第
!"

卷
"



D>#"

第
#

期 靳红玲"等#泛灰数学的不确定链式结构系统固有频率分析


