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变截面杆中纵波传播特性的实验研究
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摘要
"

以往的理论研究结果表明"泊松效应和剪切变形对杆件中纵波的传播特性有着不可忽略的影响"纵波的传

播特性也与杆件两端横截面面积比值的大小相关'为了对理论进行验证"搭建了实验系统并进行相关实验'实验

结果表明#杆件材料的泊松效应!剪切变形使杆的截止频率变大(同时"变截面杆端面面积比值越大"截止频率越

高'实验结果验证了以往的理论预测结果"帮助获取真实的振源振动信号"同时也为状态监测和降噪提供依据'

关键词
"

纵波(变截面杆(泊松比(剪切变形(传播特性

中图分类号
"

CD%%!9%

引
"

言

变截面杆是一种常见部件"振动在其中以波的

形式进行传播'对于杆来说"波成分以纵波为主"其

他类型的波通常可以忽略)

%

*

'杆的振动问题牵涉到

结构设计!力学及降噪等多方面的内容"往往伴随随

机性!非均一性及噪声干扰等问题"实际工作情况复

杂'波在通过杆等部件后"其成分可能会发生变化"

在某些情况下"需要知道准确的振动信号来进行状

态监测或者降噪'状态监测通常采用的是信号的幅

值量等"同时"相位信号也可以提供丰富的信息)

#@!

*

'

杆等部件的振动会引起噪声"某些设备如舰船等对

噪音有一定的要求"可以在噪音的传播路径上进行

控制和抑制)

;

*

'因此"有必要对变截面杆中纵波的

传播特性进行研究'

变截面杆中弹性波传播特性研究一直受到国内

外学者的关注"

E)+F>G(?

等)

<

*将杆的基本波动理

论!

H'I3

理论以及
2/*J,/*

@

D3))5+**

理论等几种

波动理论进行了分析对比"并利用波数对纵波的传

播特性进行了分析'皮钧等)

"

*根据回形变截面杆的

结构特点和振动传播特性"研究了纵波在变幅杆圆

盘中发生的模态形式变化"并进行了实验'杨永军

等)

B

*对波在输电线路中的传播特性进行了分析"得

到了弹性波在输电线传播的群速度频散曲线"对不

同的传播模态及频散特性进行了讨论'张再云)

A

*对

弹性波在不同介质中的传播特性以及稳定性进行了

研究'

K('

等)

L

*对一组非均一杆中波的传播情形进

行了研究"并对波在非均一杆传播时的截止频率进

行了分析'

K+(,

等)

%$

*采用基于能量的模型对杆与

杆之间的耦合进行了研究"并进行了实验验证'

M3*+1+)

等)

%%

*对波黏弹性材料杆中相速度以及衰减

进行了分析"并以某杆为例进行了实验验证'

2+

@

N+1+

等)

%#

*从实验的角度采用了不同的基于最小均

方根的方法对黏弹性杆的弹性模量和泊松比进行了

分析'对于纵波来说"影响其在变截面杆中传播的

因素不仅包括杆材料的物理特性!杆的几何参数"也

包括泊松效应!剪切变形等'

文献)

%!

*基于基本波动理论!

H'I3

波动理论以

及
2/*J,/*

@

D3))5+**

波动理论"对杆材料的泊松

比!剪切变形以及截面变化方式!端面面积比进行了

分析研究"并且利用有限元方法进行了仿真分析"发

现泊松效应和剪切变形的影响不可忽略"同时杆两

端横截面面积比越大"变截面杆的截止频率越高'

笔者在此基础上"搭建实验台"分析纵波传播时的幅

值和相位等传播特征"对文献)

%!

*的理论分析和有

限元仿真的结果进行进一步的验证'

$

"

理论介绍

研究纵波在变截面杆中的传播特性时"通常假
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设杆内所有点的运动均为简谐运动'首先"利用基

本波动理论!

H'I3

波动理论以及
2/*J,/*

@

D3)

@

)5+**

波动理论"对杆内的点进行分析"求出杆的运

动方程(其次"建立杆的传递矩阵(然后"对传递矩阵

进行分析"求解其特征值"分析纵波向前传播时的幅

值和相位特点(最后"推知纵波在变截面杆中的传播

特性'

$9$

"

运动方程的建立

图
%

为变截面杆的示意图"杆的横截面面积沿

着中性轴变化'基本波动理论中"假设杆上所有的

点只进行纵向运动"因此只存在纵向位移"并且位于

同一垂直于中性轴的横截面上"所有的元素具有相

同的位移'

H'I3

波动理论认为"由于泊松效应"杆

上的每一个点除了纵向运动"还同时存在一个径向

速度)

<

*

'

图
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"

变截面杆示意图
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图
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为端点
"

处的位移和力(
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#

$

为端点
$

处的位移和力(

%

为杆材料的弹性模量(

&

%

'

&为位置
'

处横截面的面积(

!

为杆的密度(

"

为

泊松比(

(

为杆长度'本研究中"下标%

"

'

&表示对变

量
'

求偏导数'假设杆上所有点的运动为简谐振

动"即满足
!
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'其中#
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%

'

&为纵向

位移(

#

为角频率( 槡/T U%

'由
H'I3

波动理论推

导得出的变截面杆的运动方程)
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"则式%

%

&即为由基本波动理论推

导得出的运动方程'

由于泊松效应"杆上的任一点不仅存在纵向位

移"还具有一个径向速度'事实上"这个径向速度还

将进一步导致每个点具有独立的剪切变形'在

H'I3

波动理论的基础上考虑剪切变形即为
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理论)
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'假设杆上所有点的运动为

简谐运动"则有
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传播特性

上面给出了
!

种不同波动理论下变截面杆的运

动方程"根据运动方程可以对传播特性做进一步分

析'通常"杆上所有点的运动状态可以通过状态向

量
!T

)

(

"

!

"

2

"

3

*

C 来表示"其中#

(

"

!

"

2

"

3

为

广义物理量"这些广义物理量一般是位移!斜度!力

和力矩等'如图
%

所示"设纵波从变截面杆的某一

位置
"

开始传播"通过变截面杆传播到位置
$

处"

该传播过程可以写成

!

$

.

"!

"

%

;

&

其中#

"

为传递矩阵'

传递矩阵
"

的特征值就包含了波的传播特征

信息)

%;

*

'设
"

的特征值为
'

4

"

'

4

可以写成指数次幂

的形式

'

4

.

3

&

4

.

3

)

4
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4

*

4

%
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其中#

&

4

为传播常数(

)

4

为衰减因子"反应了波传播

过程中的幅值信息(

*

4

为相位角"反应了波在传播时

的相位信息'

如果某频段内波成分相位角为
$

或者
W

!

"则表

示该波成分在向前传播时与反射的波相遇并且相互

抵消"该波成分不能通过该介质"该频段称为阻带(

反之"波成分能够通过的频率范围称为通带(通带和

阻带的临界频率称为截止频率"文中用
#

5

来表示'

建立传递矩阵时"对基本波动理论和
H'I3

波

动理论来说"通常选取)

*

"

*"

'

*

C 为传递矩阵的基

向量"而对
2/*J,/*

@

D3)5+**

波动理论来说"通常

选用)

*

"%"

*"

'

"%

"

'

*

C 作为传递矩阵的基向量'

对传递矩阵
"

的特征值进行求解"就可得知纵波的

传播特性'可以求出"由基本波动理论推知的纵波

的传递矩阵的特征值为

'
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"即满

足
#%

2

#(

%

槡
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时"则
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#

只有实部"其虚部为
$

"对应
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的截止频率为

#

5

.

2
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槡
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B

&
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由式%

"

&!式%

B

&可知"如果波成分的频率低于

#

5

"

'

%

"

#

虚部为
$

"则不能通过(反之"当波成分频率

大于
#

5

时"

'

%

"

#

的虚部不再为
$

"可以通过'变截面

杆中纵波传播时的阻带为)

$

"

#

5

*'由式%

B

&可知"

#

5

与槡%及2

成正比"与
(

及槡
!

成反比'

可以求出"由
H'I3

波动理论推知的纵波的传

递矩阵的特征值为
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A

&可知"特征值是否存在非
$

虚部"主要取

决于指数中的根号项的运算结果'如令%

7U0

&

#

U
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#

#

(8

$

$

"则
'

%

"

#

只有实部"虚部为
$

'对不等式

进行化简求解并且考虑到
#$

$

"因此"杆的截止频

率为

#

5

.

7

,

0

#
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槡(8
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L

&

""

频率低于
#

5

的波成分"将不能通过变截面杆(

而频率高于
#

5

的波成分则可以通过'同样可以得

出"变截面杆中纵波传播时的阻带为)

$

"

#

5

*'由

式%

L

&可知"截止频率不仅与杆材料的物理参数有

关"同时也与杆两端面截面积比值的大小相关"

2

越大"

#

5

越大'

可以求出"由
2/*J,/*
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理论推导的

传递矩阵的特征值为

'

%

"

#

.

3

,

%

#

9

3

6

%

#

&

0

%

&

90

&

#

,

;

&

0

!

#

#

(槡 #

%

%$

&

'

!

"

;

.

3

,

2

#

3

6

%

#

%

#

&

+'

&

%

#

&

+'

&%

#2

#

&

+

2

#

',

;

!

#

#

(

#槡 &

%

%%

&

其中#

9T,*

/

%

(

&

/

%

$

&

'

'

%

"

#

对应的截止频率为
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"可知当
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槡
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为纯实数"其虚部为
$

"

'
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对应的

截止频率为
#

5#
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#(

#

&

V
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槡
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'此时杆的截止频率

应为
#

5%

"

#
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两者中的较小者)
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同样可得"变截面杆中纵波传播时的阻带为

)

$

"

#

5

*'由式%

%#

&可知"杆的截止频率不仅与杆本

身有关"也与杆两端面截面积比值的大小相关'截

面面积变化越大"则截止频率也越大'

!

种波动理论推导得出的通带!阻带以及截止

频率均不相同"需要对其进行分析研究"以确定何种

理论更适合用来分析纵波的传播特性'

%

"

实验系统设计及可行性分析

%9$

"

实验内容及实验系统设计

""

实验内容设计为两个部分#

+9

验证变截面杆是

否存在截止频率"泊松效应和剪切变形是否存在影

响(

09

验证截止频率与杆截面面积的变化方式以及

杆端面面积比的关系'选用
#

根截面面积变化方式

不同的变截面铝杆以及
%

根等截面铝杆作为实验对

象"见图
#

'首先"通过变截面杆与等截面杆的对比

分析"研究变截面杆的截止频率(然后"通过不同变

截面杆的对比分析"分析截面变化方式对传播特性的

影响'

#

根变截面杆为指数变截面杆
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(和多项式变截面杆
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"变截面杆端面的宽度保持不变"高度随

着
'

的变化而变化'两变截面杆端面面积
&

$

均为

$:$#5

%宽&

X$:$#5

%高&"杆长度
(

相同且均为

%5

'对于这两种变截面情形来说"均满足
&

%

(

&

T

#&

%

$

&'等截面杆的端面尺寸为
$:$# 5

%宽&

X

$:$#AL5

%高&"其长度也为
%5

"与指数变截面杆

具有相同体积'由机械手册可以查得"铝的密度为

#:BX%$

!

?

8

$

5

!

"弹性模量为
B#:BX%$

L

Y+

"泊松比

为
$:!

'

图
#

"

变截面杆

R/

8

9#

"

CN3)'J4F/1NI+)/+0,3>)'44

@

43>1/'*

实验系统以隔振台为基座"由杆!支撑架!力锤!

加速度传感器!数据采集系统以及其他附件组成"如

图
!

所示'实验系统中"

#

个支撑架安装在隔振台

上"杆通过连接在支撑架上的橡皮绳被悬挂在支撑

架上'力锤用来敲击杆的端面"模拟纵波的产生'

加速度传感器安装在杆的另一端"可以测量出杆的

纵向加速度'信号采集系统用来采集力锤和加速度

$$<

振
"

动!测
"

试
"

与
"

诊
"

断
""" """""""""""""
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传感器的信号"并对数据进行本地存储'实验时"力

锤敲击杆的小端"模拟产生入射的纵波"纵波产生

后"便沿着杆的方向向前传播"当纵波传播到大端

后"此时纵波的信号会被加速度传感器所获取'与

此同时"信号采集系统从力锤敲击开始"同步采集力

锤以及加速度传感器的信号"并进行本地存储'在

获取力锤和加速度传感器的数据后"就可以对其进

行分析"对纵波在变截面杆中的传播特性进行研究'

图
!

"

实验系统框图

R/

8

9!

"

S4>N35+1/>'-1N33Z

[

3)/53*1431(

[

%9%

"

实验的可行性分析

进行理论分析时"杆模型边界条件为双端自由"且

纵波已经在杆中向前传播'因此"实验中也需要使杆

的边界条件为双端自由"产生纵波"并且让其沿杆进行

传播'此外"为了对纵波进行分析"还需要数据采集系

统对纵波信号进行精确采集"便于后续分析'

实验系统中"

#

个支撑架被固定在隔震台上"支

撑架并没有和杆直接接触"而是通过橡皮绳进行弹

性连接"如图
;

所示'由于橡皮绳具有良好的弹性"

且在进行实验时"杆的运动位移小"可以近似认为杆

的运动状态未受到橡皮绳的影响"杆的自由度保持

不变'因此"可以认为两端悬挂的支承方式满足双

端自由的边界条件'

图
;

"

支撑架

R/

8

9;

"

CN34(

[[

')1-)+53

实验系统中选用的力锤自带传感器"敲击时可以

输出力的大小信号'力锤配有
;

种不同材质的锤头"

分别是钢锤头!铝锤头!尼龙锤头以及橡胶锤头"每种

锤头敲击时产生的信号频率范围均不同'实验中选

取了尼龙锤头"如图
<

所示'尼龙锤头激发的信号频

率"可以覆盖本研究中通带!阻带的频率范围"力锤在

实验中用来敲击杆的端面"模拟纵波的产生'

图
<

"

力锤

R/

8

9<

"

CN3-')>3N+553)

力锤敲击杆端面后"纵波沿着杆向前传播"当纵

波传播到另一端时"会被安装在端面的加速度传感

器所获取"实验中选用的加速度传感器的量程为

$

"

%$$

;

"可以满足测量需求"如图
"

所示'数据采

集系统选用了
H2\

数据采集系统"它由数据采集

器以及采集器上位机两部分组成"如图
B

所示'该

数据系统采样频率最高可达
#$;9A?DG

"并且可以

对多个通道进行同步采集及分析"能够满足对纵波

的采集和分析要求'

图
"

"

加速度传感器

R/

8

9"

"

CN3+>>3,3)+1/'*43*4')

图
B

"

H2\

数据采集系统

R/

8

9B

"

CN3H2\J+1++>

]

(/4/1/'*4

^

4135

%$<"
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通过以上分析可知"本实验系统满足了理论分

析时的相关条件"可以用来研究变截面杆中纵波的

传播特性'

&

"

实验与理论分析对比

&9$

"

理论分析结果

""

第
%

节推导出了
!

种波动理论下纵波的传播常

数以及截止频率"将第
#

节中变截面杆的相关参数

相应地代入式%

"

&!式%

A

&!式%

%$

&和式%

%%

&"便可以

绘制纵波在变截面杆中的传播常数图'由于指数变

截面方式和指数变截面杆传播常数结果相同"笔者

仅给出了指数变截面杆的传播常数图"如图
A

所示'

图
A

给出了衰减因子以及相位角和波成分频率的对

应关系"从图中可以看出"相位角从+零,变为+非零,

的转折点和衰减因子的转折点对应'从截止频率的

定义可知"该点对应的频率即为截止频率'相位角

为零时"表示对应的波成分与反射回来的波成分相

遇"相互抵消"无法通过杆进行传播'变截面杆具有

类似+低通滤波器,的特性"处于阻带频带范围内的

波成分无法通过"这一特性可以加以利用来对+噪

声,进行抑制"也为状态监测提供了依据'

图
A

%

+

&中由基本波动理论推导得出的阻带为

)

$

"

#"$

*"截止频率为
#"$DG

(图
A

%

0

&中由
H'I3

波

动理论推导得出的阻带为)

$

"

#A$

*"其截止频率为

#A$DG

(图
A

%

>

&中"由
2/*J,/*

@

D3))5+**

理论推导

的截止频率为)

$

"

!;$

*"截止频率为
!;$DG

'从阻

带的大小上看"泊松效应和剪切变形对传播特性的

影响不可忽略'

&9%

"

实验结果与分析

实验中"分别对指数变截面杆!多项式变截面杆

以及等截面杆进行多次实验"并完整记录了所有实

验的数据'利用力锤进行敲击时"存在以下两种情

况#

+9

力度过大或者过小"力度过小"传感器输出信

号信噪比低"不利于分析(力度过大"传感器会发生

过载(

09

重复敲击"在敲击时存在
#

次或者多次敲击

的现象"力锤的信号出现
#

个或者多个峰值"对分析

结果不利'上述情形下的实验数据"不能作为实验

结果分析的数据'

力锤在每次敲击时"敲击力度可能不一样"因

此"笔者在对实验数据进行分析时"以力的大小为依

据"选取了
<

组锤击力范围在
A$

"

%$$:

之间的实

验数据进行分析'分析结果表明"尽管
<

组数据的

图
A

"

理论分析得出的传播常数图

R/

8

9A

"

Y)'

[

+

8

+1/'*>'*41+*14J3J(>3J-)'51N31N3')31/

@

>+,+*+,

^

4/4

时域信号不一样"但是所求得的通带!阻带以及截止

频率偏差很小"误差控制在
<_

以内'现以其中的

一组为例进行分析说明'

图
L

为经过归一化以后力锤的时域信号图以及

快速傅里叶变换 %

-+41R'()/3)1)+*4-')5

"简称

RRC

&'由图可看出"力锤的时域信号有效长度为

$9$$%4

"其能量分布主要集中在频率范围)

$

"

#$$$

*

内"该范围包含了杆的截止频率"可以用来进行传播

#$<

振
"

动!测
"

试
"

与
"

诊
"

断
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特性的研究'

图
L

"

力锤信号分析

R/

8

9L

"

S*+,

^

4/4-')1N34/

8

*+,'-1N3-')>3N+553)

通过实验发现"指数变截面和多项式变截面的

杆"所得出的分析结果一致"以指数变截面杆为例给

出了实验分析结果'实验中数据采集器采集了加速

度传感器以及力锤的信号值"对这些响应信号进行

时频分析"就可以得知纵波的传播特性'结合各种

时频方法的分析特点及实际效果"笔者采用了短时

傅里叶变换%

4N')11/53R'()/3)1)+*4-')5

"简称

\CRC

&来进行时频分析'通常"不能直接对响应完

整的时域信号进行分析"因为其中包含了大量的反

射波成分以及其他的干扰成分"需要对时域响应进

行适当的截取)

%!

*

'在对信号进行截取时"信号长度

如果过长"虽然频率分辨率很高"但纵波可能已经发

生多次反射(若长度过短"频率分辨率太低"无法对

理论的结果进行验证'因此"此处截取了前
$9$#4

的时域信号进行分析'

$9$#4

的信号长度"对应的

频率分辨率可达
<$DG

"虽然其中仍包含少量的反

射成分"但分析发现反射成分未对分析结果造成明

显影响'

图
%$

%

+

&为截取的指数变截面杆的响应时域信

号"信号长度为
$9$#4

(图
%$

%

0

&为与图
%$

%

+

&对应

的
\CRC

图(图
%$

%

>

&为截取的等截面杆的响应时

图
%$

"

指数变截面杆和等截面杆实验结果分析

R/

8

9%$

"

O'5

[

+)/4'*031F33*1N33Z

[

3)/53*1+,)34(,14

-)'5 1N3 )'J4 F/1N 3Z

[

'*3*1/+,,

^

I+)/+0,3

>)'44

@

43>1/'*+*JF/1N(*/-')5'*3

域信号"信号长度为
$9$#4

(图
%$

%

J

&为与图
%$

%

>

&

对应的
\CRC

图'通过图
%$

%

0

&和%

J

&的对比"发现

!$<"
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变截面杆在频率范围)

$

"

!"$

*内没有能量分布"说明

没有波成分存在"因此可以认为"变截面杆确实存在

阻带!通带以及截止频率'可以看出"该频率范围与

由
2/*J,/*

@

D3))5+*

理论推导得出的阻带吻合"说

明剪切变形和泊松效应对纵波的传播有着不可忽略

的影响'

此外"等截面杆可以看成一种特殊的端面面积比

为
%

的指数变截面杆'从理论分析和实验结果可知"

其截止频率为
$

"而变截面杆
&

%

'

&

T&

$

3

$:"L!%'

$

(

"端面

面积比为
#

"截止频率为
!"$DG

'实验结果表明"杆

两端横截面面积比越大"截止频率越大'

'

"

结
"

论

%

&实验结果表明"相较于基本波动理论和

H'I3

理论"由
2/*J,/*

@

D3))5+**

理论模型得出的

阻带与实验最为吻合"因此可以认为"剪切变形和泊

松效应对纵波的传播有着不可忽略的影响"同时也

验证了理论分析结果的正确性'

#

&变截面杆截止频率与截面面积变化方式无

关"但与杆两端横截面面积的比值有关"且横截面面

积比值越大"截止频率越高'这一实验结论也与理

论预测结果相吻合'

!

&变截面杆具有类似+低通滤波器,的特性"这

一特性帮助了解真实的振源振动信号"有利于进行

状态监测以及降噪等'
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