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弹性边界条件下圆板横向自由振动特性分析
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摘要
"

采用谱几何法%

5

D

4=2*(

A

9

4(642*0=642E(F

"简称
GH3

&分析了弹性边界条件下圆板横向自由振动特性'首

先"将圆板的振动位移容许函数描述为一种谱形式的改进三角级数"并采用沿边界均匀分布的约束弹簧来模拟弹

性边界条件(然后"将未知级数展开系数看作广义变量"应用瑞利
A

里兹法从能量的角度推导弹性边界条件下圆板

结构横向自由振动系统特征矩阵方程(最后"设计搭建了相关实验台架"对圆板结构横向自由振动模态参数进行测

试'将文中方法计算结果与文献解!有限元计算结果和实验结果进行对比"验证了谱几何法求解圆板横向自由振

动问题的正确性和计算精度'

关键词
"

圆板(横向自由振动(谱几何法(弹性边界条件

中图分类号
"

IJ&&!

(

IK#!

引
"

言

圆板作为结构基础部件"广泛应用于航空航天!

船舶工程!石化容器及铁路交通等工程领域'板结

构在外界激励载荷作用下产生的剧烈振动常常会造

成结构的疲劳破坏!机械故障!能量损耗"并降低结

构的可靠性等性能'此外"结构还将通过振动向周

围环境辐射噪声'因而"圆板结构的振动特性受到

相关专家学者的广泛关注'

几十年来"学者们围绕圆板结构振动问题做了

大量的研究'有限元法)

&

*

"能量法)

$

*和微分求积法

等)

!

*各种解析或数值分析方法被相继提出并用于求

解圆板结构的动力学问题'

L4055,

)

>

*对板结构振动

研究成果进行了较为全面系统的总结'

M)

等)

#

*采

用广义微分求积法对径向变厚度圆板自由振动问题

开展了相关研究'

NE4+

等)

"

*采用基于径向基函数

的无网格法求解了固支圆板和矩形板的自由振动问

题'

O,-=0+

等)

P

*采用微分变换法%

F0..4*4+20,-2*,+5

A

.(*6,20(+642E(F

"简称
8I3

&分析了简支!固支和

自由边界条件下圆板的自由振动特性'

K,)4*

等)

B

*

研究了混合边界条件%固支!简支和自由边界条件的

任意组合&下圆板的固有振动频率'

从上述研究情况来看"现有的研究方法大多限

于特定的经典边界条件"且为了适用于各种不同的

边界条件"大多需要不断修改位移容许函数!相关的

算法及相应的求解过程'而在实际工程应用中"圆

板结构往往具有更加复杂的边界条件"不仅包括固

支!简支和自由这三种经典边界条件的任意组合"还

包含弹性边界约束条件)

C

*

'此外"还存在局部约束

的情况'

针对上述技术局限性和实际的工程需求"采用

谱几何法)

&%A&&

*建立弹性边界条件下圆板结构横向自

由振动分析模型'通过将文中方法求解结果与相应

文献解和有限元法结果进行对比"验证文中方法的

正确性和有效性'随后"搭建相关实验台架"开展圆

板横向自由振动实验测量研究'

$

"

理论推导

$:$

"

圆板模型描述

""

为了克服圆板圆心处易出现的奇异现象"拟建

立如图
&

所示的环板模型"通过将内外半径比设置

为极小的数%

!

$

"Q&%

R#

&来模拟圆板)

&$

*

'在板结构

#Q"

的边界上布置两类连续的边界约束弹簧"分别

为线性位移弹簧%

$

2

&和旋转约束弹簧%

%

*

&'通过改

变约束弹簧的刚度值大小来模拟不同边界条件'当

!
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约束弹簧刚度值均设置为无穷大或零时"分别模拟

固支和自由边界条件'当线性位移弹簧刚度为无穷

大"而旋转约束弹簧刚度为零时"则为简支边界

条件'

$%&

"

振动位移容许函数的级数表述

为了构建满足弹性边界条件的振动位移容许函

数"并确保位移容许函数及其任意场点处空间坐标

微分的连续性"采用谱几何法将圆板结构的振动位

移容许函数描述)
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其中#

,

)+

和
.

)+

分别为位移函数的未知级数展开

系数'

此处"在标准傅里叶余弦级数基础上"径向%

'

&

上引入四项正弦函数的目的在于消除振动位移容许

函数及其相应空间导数在结构边界上潜在的不连续

性%或跳跃&现象"并去除
H0115

效应"以提高改进三

角级数在整个求解域%包含边界&内的收敛速度与求

解精度'

图
&

"

弹性边界圆板横向振动模型
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为了阐明这点"假设一个函数
0
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*区

间上
2

+R&连续"并且第
+

阶导数绝对可积%第
+

阶

导数可能在某些点不存在&'三角级数的部分和表

示为
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从数学意义上可以证明级数展开系数满足

-06

)

&

S

"

)

)

$5

(

%

"

%

$5

'

+

& %

>

&

""

如果系数
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更明确地预测收敛速度"式%

#

&可以描述为
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这意味着
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由此可以看出"收敛性在没有额外代价的基础

上大幅提高了'值得指出的是"级数式%

!

&的收敛性

可以通过设置合适的
5

值来控制'然而"对于一个

给定边值问题的解的光滑性在数学上是由在控制微

分方程中出现的最高次微分来决定的'以文中研究

的圆板横向振动问题为例"其控制微分方程要求三

阶导数连续且四阶导数在整个求解区域存在'因

此"需要设定
5Q$

来求取
2

! 的强解"或者设定
5

Q&

来获得弱解'由于当前级数的光滑性在整个求

解区域是可控的"则未知级数展开系数可以通过强

解形式或弱解形式来求解'

由于构建的位移场函数在整个求解域是足够光

滑的"则弱解和强解在数学意义上是等效的'文中

将级数展开系数看作广义坐标"并采用瑞利
A

里兹法

来求解"这样的解决方案更适合后续组合结构的振

动建模'

$%'

"

求解方案

弹性圆板结构横向自由振动的系统拉格朗日函

数为
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其中#
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和
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分别为结构系统的总势能和总动能'

总势能
:

包含板结构应变能和边界约束弹簧

储存的弹性势能两部分"可以描述为
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其中#
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&&为弯曲刚度(

>

为材料

弹性模量(

%

为泊松比(

!

%

和
!

&

分别代表边界约束
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第
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期 石先杰"等#弹性边界条件下圆板横向自由振动特性分析



弧长的起始角度%
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"通过调整
!
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和
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可以方便地求解任意局部边界支撑下圆板振动问

题&'

圆板结构横向振动引起的总动能
;

为

;
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其中#

&

为材料密度(

'

为圆频率'

将式%

&

&代入式%

B

&"采用瑞利
A

里兹法对位移场

函数中的各个未知系数
,

)+

和
.

)+

分别取极值"在

实际计算过程中"改进三角级数进行有限截断
)Q

4

"

+Q@

"从而可以获得关于未知级数展开系数的

系统方程

!

*'

$

% &

" #

(

(

%

&&

&

其中#

!

和
"

分别为圆板结构的刚度矩阵和质量矩

阵"其元素仅仅与板结构的材料特性!几何参数和边

界条件相关"并直接决定了板结构系统的固有振动

特性"即固有频率及其对应的模态振型(

#

为一个包

含所有未知级数展开系数的向量'

显然"板结构的固有频率及其特征向量可以通

过式%

&&

&而获得'在求解框架中"通过将所得到的

相应特征向量系数代入至振动位移场函数式%

&

&"即

可获得该阶模态频率所对应的物理模态振型'如需

对某种外界载荷作用下的结构响应进行求解"仅需

在系统的拉格朗日函数中增加外界载荷的做功项即

可"最终在结构系统方程"式%

&&

&右侧出现外力激励

向量'一旦板结构的位移确定后"其他感兴趣变量

%如功率流!导纳等&可以通过对位移函数直接进行

相关数学操作而得到'

&

"

数值算例与实验结果分析

&:$

"

数值算例分析

""

采用第
&

节的理论模型"对不同边界条件下圆

板结构的自由振动特性进行计算分析"将文中方法

的计算结果与文献解和有限元法结果进行比较"验

证文中方法和编写程序的有效性与可靠性'在仿真

模型中"圆板结构材料特性为#

>Q$:&Y&%

&&

Z,

"
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Q%:!

"

&

QPB#%@

9

$

6

!

'由文中的物理模型描述

可知"弹性边界条件可以通过改变边界约束弹簧刚

度值而简单获得'对固支边界条件"可以将所有约

束弹簧刚度值设置为无穷大%在数值计算中"取为

&%

&!

&即可"而振动位移场容许函数的级数截断均取

为
4Q@Q&$

'

自由边界条件代表了模型验证的一种经典"但极

具挑战性的边界条件'表
&

给出了自由边界条件下

圆板前
"

阶最小无量纲频率参数%

(

Q

'

"

$

%

&

?

$

<

&

&

$

$

'

作为参考数据"文献)

&#

*和)

&"

*的计算结果也列在表

&

中'从表中的数据对比分析可知"文中方法计算结

果与文献)

&#

*和)

&"

*方法求解结果吻合良好'

表
$

"

自由边界条件圆板前
)

阶最小频率参数
!

*+,%$

"

*-./"0.121#34+256+/76.

8

5.49

:;

+6+<.2.61

!

7"69#6=

95/+6

;

/+2.0#2-76..,"54!+6
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9"4!#2#"4

模态阶次 文中方法 文献)
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* 文献)
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*

& #:!#" #:!#P #:!#B

$ B:CCB C:%%$ C:%%!

! &$:>!# &$:>!! &$:>!C

> $%:>P# $%:>"" $%:>P#

# $&:B&! $&:B$% $&:B!#

" !!:>C& !!:>"! !!:>C#

表
$

列出了不同旋转约束刚度
%

*

下简支圆板

前
"

阶最小无量纲频率参数
(

'

%

*

Q%

和
&%

&!时"

边界条件分别为简支和固支'通过表
$

的对比分析

可知"文中方法计算结果与文献结果吻合程度较高'

图
$

绘制了
%

*

Q&%

# 时圆板前
>

阶模态振型情况'

表
&

"

不同旋转约束刚度
!

6

下简支圆板前
)

阶最小频率参

数
!

*+,%&
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*-./"0.121#34+256+/76.
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%&括号内的结果引自文献)

&"

*'

由第
&

节理论模型分析可知"文中构建的分析

模型不仅可以适用于匀质边界条件和弹性边界"还

可用于局部约束情况'因此"最后给出一个局部弹

性边界约束条件的算例"在
#Q"

边界存在局部匀质

弹性约束"约束区间为%

!

$

!

"

!

&"而弹簧刚度值为

%

*

Q$

2

Q&%

"

'表
!

给出了局部弹性约束下圆板结

构前
"

阶固有频率"

[K[\]G

的计算结果也列在表

!

中作为参考数据'

从表
!

的对比分析可以发现"两组计算结果之
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振
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动!测
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试
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诊
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断 第
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卷
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间吻合程度良好"最大相对偏差仅为
%:"%B̂

"满足

相关工程实际应用的需求'图
!

为圆板结构前
>

阶

模态振型图"同时也列出了
[K[\]G

分析获得的

模态振型图"从而验证了文中方法对局部弹性约束

结构振型求解的准确性'

图
$

"

%

*

Q&%

# 时简支圆板前
>

阶模态振型

T0

9

:$

"

IE4.0*52.()*2E6(F45E,

D

45.(*506

D

-

W

5)

DD

(*24F=0*=)-,*

D
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图
!

"

%

!

$

!

"

!

&弧弹性约束%

%

*

Q$

2

Q&%

"

&圆板前
>

阶模态振型%第
&

行为文中方法结果"第
$

行为
[K[\]G

分析结果&
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[K[\]G

表
'

"

!

!

"

'

#

!

$弧弹性支撑圆板前
)

阶固有频率!

!

6

?$

2

?

$(

)

$

*+,%'

"

*-.7#6121#34+256+/76.

8

5.49#.17"69#695/+6

;

/+2.0#2-

2-.+69

!

!

"

'

#

!

$

./+12#96.126+#42!

6

?$

2

?$(

)

模态阶次
0GH3

$

J_

0[K[\]G

$

J_

偏差$
^

& $:CCP $:CB% %:#"%

$ ":CC& P:%!$ %:#PC

! &>:&#& &>:&C" %:!&P

> $&:&C$ $&:%"> %:"%B

# $!:P%! $!:P%% %:%&!

" !>:%C$ !>:%%$ %:$"#

&%&

"

圆板横向自由振动实验

为了从实验角度对圆板横向振动进行研究"搭

建如图
>

所示的实验台架'将半径为
&$":C#66

!

厚度为
#:"B66

的圆板"通过边缘位置的两个细小

吊孔"采用橡皮绳连接后吊挂于支架上来实现横向

图
>

"

圆板振动实验装置
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:>

"

/01*,20(+4X

D

4*064+2542)

D

(.=0*=)-,*

D

-,24

振动的自由边界条件'在实验过程中"采用力锤在

圆板表面沿垂直于圆板平面方向进行敲击"以激起

圆板横向振动的弯曲波分量'圆板表面径向和周向

分别划分为
>

和
&"

等份"加上圆心处的
&

个测点"

共计
"#

个测点'依次在每一位置点处采用压电式

加速度传感器
8J&!&

拾取力锤敲击所激起的弯曲

PBC"
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振动响应信号"力锤和加速度计的输出信号则用多

通道数据采集分析仪
8J#C$$

来采集"最后通过模

态分析计算"获得圆板结构的模态参数'模态测试

结果如表
>

所示'模态振型分布测量与仿真结果部

分对比情况如图
#

所示'

表
@

"

自由圆板前
)

固有频率预测与实验结果对比
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图
#

"

圆板横向振动模态振型实验与预测结果对比%第
&

行为测试结果"第
$

行为预测结果&
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从表
>

的对比情况可知"两种结果的吻合程度

良好"再次验证了文中构建的分析模型的正确性'

从振型对比图可以看出"除了个别测点的振动幅值

过大或过小外"两种振型的形状和变化趋势基本保

持一致'由于在模态实验过程中敲击的轻重!偏离

节点位置和敲击过程中导致加速度传感器的微幅移

动均会使获得的测量数据与实际振动情况之间存在

着一定的数据偏差"且实验结果没有数值仿真结果

那样光滑均匀'

'

"

结
"

论

&

&弹性边界支撑条件下圆板结构横向自由振

动位移场容许函数可表示为一种通用的改进三角级

数形式'

$

&对级数进行相应截断后"随着级数截断项数

的增加"计算结果快速收敛"并且具有良好的数值稳

定性'

!

&当改变边界条件时"文中方法不需重新推导

及编程"只需改变边界约束弹簧刚度即可快速求解

圆板横向自由振动特性'
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