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摘要
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针对恒速状态移动质量作用下柔性梁的最优振动控制方案进行研究分析'根据柔性梁振动理论"考虑移动

质量与柔性梁弹性振动之间的耦合作用"建立移动质量
B

柔性梁时变系统的振动方程'当移动质量刚好离开梁时

给出终端时刻点"超越终端时刻的梁作自动振动"建立时不变系统的振动方程'若将以往适用时不变系统的最优

控制方法应用于时变系统"会导致次优化效果'为此"采用多种控制设计方法对系统的振动响应进行抑制"讨论不

同控制方案的优缺性'数值结果表明#对于特定的作动器位置"有必要采用具有时变特征的控制方法替代时不变

控制方法(相比时变控制方法"采用状态相关的黎卡提方程%
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"简称
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&控制方法

得到的性能指标最优(基于增广矩阵的线性二次型调节器%
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"简称
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&边界控制效果优于

0+*
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控制"前者控制策略得到的性能指标最优'

关键词
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移动质量(柔性梁(振动(最优控制(时变系统(终端时刻
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随着尺寸和重量限制的加强"舒适性和安全性

又难以同时达到满足要求的情况下"柔性结构的振

动控制受到越来越多的关注'控制设计方法通常希

望能够表征特定加载条件下结构的动态行为'已有

大量工作针对柔性结构的不同控制方法及控制方案

的可行性进行了研究)

#B!

*

'常见的有模态控制方

法)

=

*

!基于线性二次型控制方法)

>

*

!适用于对称和非

对称系统的极点重置和极点相消算法)

<B"

*以及考虑

系统不确定性的鲁棒控制)
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*
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D

*提出将基

于在线识别的模态控制方法运用于时变系统"并将

已识别模态用于控制器的设计'

基于设计的线性二次型控制方法应用较为普

遍"文献)
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*指出该方法容易降低对峰值响应的抑

制效果"研究了
0+*

8

B

0+*

8

控制器的适用性'
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开关控制只需提供极值控制力"相比随着状态

变化的线性二次型控制器"该方法更具速效性'实

际上"修正的线性二次型控制准则有利于诸多目标

的控制'

Q/5

等)

##

*提出基于设计的二次型性能指

标'针对最优控制问题"文献)

#$

*提出了非二次型

性能指标'

移动质量$荷载作用于梁是柔性结构控制中的

一种特殊例子"通常该类问题的研究有据可循'对

于车辆通过桥梁或弹丸离开身管的过程"国内学者

将其简化为移动质量
B

梁模型进行分析)

#!B#=

*

'在支

撑结构的特定方面"提出的某些减振方案是被动

的)

#>B#<

*

"但理论模型要求具有广泛的实际应用'一

般基础性的移动
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载荷问题可参见文献 )
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#C

*采用两个压电作动器对移动质量作用下梁

的振动进行控制"最优二次型指标泛函的最小值决

定两作动器的不同位置'基于二次型性能指标的

梁
B

移动质量控制问题参见文献)

#D

*"文献中假定位

移
B

速度反馈控制器的状态变量具有完备信息"并基

于时变矩阵的代数黎卡提方程设计该控制器'文献

)
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*基于相同的性能指标"设计一组恒定增益状态

反馈控制器"使弹性基础梁的横向挠度趋于最小化'

文献)

$#

*采用具有功率流的主动控制器对移动载

荷
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梁的响应进行抑制'基于时不变黎卡提矩阵"
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等)
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*研究了带有压电
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陶瓷作动器的多移动

质量
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对于基础性的动力系统控制问题可分为两个子

问题#
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当移动质量在梁上运动时"是与持续时间对

应的时变系统(

09

移动质量离开梁后的时不变系

统'相比其他结构控制问题"移动质量
B

梁系统的第

#

子问题可使最优控制理论更容易应用'尽管该运

动方程具有时变系数"但仍有线性优势"该方法的另

一优势存在着移动质量离开梁时的终端时刻'

:+/E(
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*指出此类最优问题可转化为固定的终端时

刻问题'由于现有作动装备的局限性"文献)
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*认

为对控制力的幅值应考虑约束条件'需要强调的

是"一旦定义最优控制问题"则最优方案仅关于性能

指标最优"但也许不是结构工程师寻找的最优方案'

例如"线性二次型指标在输出理论上强调控制的重

要性"但通常预先确定恒定增益矩阵"控制过程中可

能考虑不到动力解决方案的所有方面(对于移动质

量
B

梁问题"若控制工程师对梁中跨响应感兴趣"当

移动质量接近中跨时"会考虑采用能够提高控制效

果的时变性能指标(当移动质量在作动点上方运动

时"可考虑采用降低或增强控制作用的性能指标'

对于一般基础性的移动质量
B

梁问题"普遍考虑

时不变控制问题"笔者则针对存在的两类子问题进

行研究'基于时变系统的状态空间方程"定义最优

控制问题"将其转化为时变线性二次型问题"给出同

时考虑状态变量和控制变量的二次型性能指标泛

函"分析一系列最优控制方法'将这些方法应用于

上述子问题"控制目标定义为梁中跨挠度的最小值"

通过控制目标"对比几种时变最优控制方案的优缺

性"寻求关于性能指标最优的控制策略并尽可能接

近最优理论解'
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理论方法
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线性系统的最优控制
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对于受控的线性结构系统"时变状态空间方程
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当处理移动质量作用下柔性梁的控制问题时"

控制目标定义为特定位置下支承结构的中跨挠度最
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基于极小值原理)
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应用极小值原理"最优控制问题可转化为时间

最优控制问题"即
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控制的优点在于可直接使用被要求的最大控

制力"可能会对振动响应产生较好的控制效果'
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若控制变量无约束"与哈密顿函数相联系的线

性系统%
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给定边界条件为
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许控制通过状态反馈函数表示"并将系统从开环控
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梁系统的最优振动控制

考虑移动质量
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梁系统的最优振动控制问题时"

系统的动力相互作用可在模态坐标中进行"其中动

力系统为时变系统'应用以往时不变控制方法将会

得到次优化控制效果"尽管控制效果有所提高'该

情况下采用适当的性能指标合成时变最优方案体现
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1

&

+

"

M

%

1

&

E1

%

#D+

&

'

"

"
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%

"

%

1

&

+

"

M

%

1

&

E1

%

#D0

&
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"
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%

,

%

"

%

1

&

+

"

66M

%

1

&

E1

%

#D@
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时变矩阵系数
"

/

%

!

&"

"

'

%

!

&及
"

2

%

!

&分别为

"

/

%

!

&

"

&

"

%

-!

&

"

M

%

-!

& %

$%+

&

"

'

%

!

&

"

$&-

"

%

-!

&

"

7M

%

-!

& %

$%0

&

"

2

%

!

&

"

&-

$

"

%

-!

&

"

6M

%

-!

& %

$%@

&
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当移动质量离开梁末端时"即
!

(

!

%

"梁作自由

振动"其动力系统方程为

/

0

.

#

'

1

.

#

2

.

"

3

%

$#

&

其中#式%

#C

&中的终端状态)

.

%

!

%

&

M

"

1

.

%

!

%

&

M

*

M 作为

式%

$#

&的初始条件'

&%&

"

移动质量
+

梁耦合系统的最优控制问题

移动质量作用下梁的最优振动控制问题可划分

为两个子问题#

+9

当质量在梁上移动时"控制问题为

一时变最优问题"用给定的终端时间确定"并采用最

优控制方法(

09

当质量离开梁末端时"控制问题为

一自由振动的时不变最优控制问题"亦可采用
KLI

算法等控制方法解决该类问题'笔者给出的控制目

标为移动质量作用下梁的中跨挠度最小值'若将
8

个控制器安装在梁上指定的坐标位置
1

9#

"

1

9$

"-"

1

98

"给定
!

$

!

%

条件的受控系统动力方程为

/

%

!

&

0

.

#

'

%

!

&

1

.

#

2

%

!

&

.
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&

5

"

%

-!

&

)

""

/

8

(

"

#

"

%

1

9(

&

$

(

%

!

& %

$$

&

其中#

"

%

1

9(

&

$

(

可对式%

$$

&起控制作用'

式%

$$

&可写成时变状态空间方程'令
!

%

!

&

S

C$#

振
"

动!测
"

试
"

与
"

诊
"

断
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%

!

&

M

"

1

.

%

!

&

M

*

M

"时变矩阵系数可写成如下形式

"

%

!

&

"

3 4

)

/

%

!

&

)

#

2

%

!

&

)

/

%

!

&

)

#

'

%

!

) *

&

"

%

$!+

&

#

%

!

&

"

3

)

/

%

!

&

)

#

)

"

%

1

9#

&-

"

%

1

98

0

1

2

3

&*

%

$!0

&

其中#

!

%

%

&

S

)

.

%

%

&

M

"

1

.

%

%

&

M

*

M 为状态空间方程的

初始条件'

时变矩阵
#

%

!

&与作动器的位置相关"不仅影响

设计过程"同时对系统的可控性产生一定的影响'此

外"对挠度响应的控制需权重矩阵
)

和
*

"

)

和
*

的

选取有时会影响控制力
$

%

!

&"从而影响对振动的控制

效果'当控制准则确定"移动质量问题的另一特殊性

可以考虑激振力
&

5

"

%

-!

&"则式%

$!

&可增广为

"

%

!

&

"

3 4 3

)

/

%

!

&

)

#

2

%

!

&

)

/

%

!

&
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&

)

/
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!

&

)

#

"

%

-!

&

0

1

2

3

% % %

%

$=+

&
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/
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式%

$=

&包含了式%

$$

&中的右边部分"引入了新

的状态变量
!

%

!

&

S

)

.

%

!

&

M

"

1

.

%

!

&

M

"

&

5

*

M

"初始条

件增广为
!

%

%

&

S

)

.

%

%

&

M

"

1

.

%

%

&

M

"

&

5

*

M

'式%

$=

&

的优势表现为被要求的控制作用可直接考虑激振力

而不是将其作为一种扰动考虑'

*

"

数值算例

为评估二次型性能指标及其对结构最优问题的

适用性"将最优控制方法应用在恒速状态移动质量

作用的单跨简支梁上"通过理论验证是否可使挠度

响应最小化'车
B

桥系统及弹
B

炮系统等均可简化为

移动质量
B

梁模型)

#!B#=

"

$<

*

'几何尺寸和动力特征为#

梁跨度
,S#5

"抗弯刚度
./S!9<C:5

$

"单位长

度质量
"

2S%9$$A

8

$

5

"阻尼系数
3S#4<

"移动质

量
&S%9>A

8

"恒速
-S$5

$

4

"恒定的终端时刻
!

%

S

%9>4

"如图
#

所示'对于笔者给出的单跨简支梁"

其第
(

阶模态为

$

(

%

1

&

"

4/*

%

(

#

1

$

,

& %

$>

&

""

以下分析取简支梁的前两阶模态计算梁的中跨

挠度"并通过挠度时程曲线的减小幅度评估不同控

制方法的控制效果'例如"采用不同水平的控制力

$

(

%

!

&降低同阶内的挠度振幅"若控制力绝对水平相

对较低"则相应的设计方法应予以考虑'

图
#

"

具有作动器的单跨简支梁%安装在梁的

两端
1

9#

和
1

9$

&

;/

8

9#

"

W4/*

8

,34

F

+*4/5

F

,

X

4(

FF

')13E03+5 Y/1Z1Y'

+@1(+1')4

F

'4/1/'*3E'*0'1Z4/E34'-1Z303+5+1

,'@+1/'*41

9#

+*E1

9$

*%$

"

恒速状态移动质量作用的柔性梁振动响应

当移动质量以恒等速度在梁上运行时"可通过式

%

#C

&求解梁中跨挠度响应"此时为时变动力响应问

题'当移动质量离开梁后%

!

(

!

%

&"梁作自由振动"由

式%

$#

&可求解时不变动力响应问题'文中柔性梁的

一阶固有频率为
=%)+E

$

4

"二阶!三阶与四阶频率分

别为
#<%

"

!<%

和
<=%)+E

$

4

'图
$

为移动质量作用在

梁上和离开梁后的中跨挠度响应时程曲线'可以看

出"超过前两阶模态不足以增加柔性梁挠度响应的精

度"取一阶和二阶模态时"梁的挠度响应基本一致"从

而验证了笔者取前两阶模态的合理性'图
$

显示终

端时刻
!

%

S%9>4

"当
!

$

!

%

时"即移动质量作用在梁上

时可使梁产生最大挠度响应振幅为
%9%D<@5

"当超过

终端时刻
!

%

时"即移动质量离开梁后"依然存在自由

振动"最大响应振幅不断衰减'

图
$

"

无控状态下的梁中跨挠度响应

;/

8

9$

"

2/E

B

4

F

+*E3-,3@1/'*'-1Z303+5+1(*@'*1)',,3E

@'*E/1/'*

*%&

"

无约束的控制变量

应用所提控制方法求解式%

$$

&在给定
!

$

!

%

条

件时的挠度响应(当
!

(

!

%

时梁作自由振动"可采用

基于线性二次型控制问题的控制函数求解时不变部

分'控制函数
+

%

!

&

SU,!

%

!

&"恒定增益控制矩阵
,

可通过时不变矩阵系数得到

"
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""

通过式%

$<

&控制梁自由振动时的挠度响应"梁

自由振动时刻为
!

%

!

$,

$

-

'将两个作动器分别安

装在梁上指定位置
1

9#

S%9#<5

和
1

9$

S%9"C5

"如

图
#

所示"笔者考虑所设控制器对梁中跨位置
1S

,

$

$

时的挠度响应产生影响'根据实际建造的必要

性"两作动器有时可安装在梁的同一端
1

9#

S

%9#%5

和
1

9$

S%9#>!5

或梁末端
1

9#

S%9"%5

和

1

9$

S%9C#5

处'

定义二次型性能指标中的误差和控制权重矩阵

)

SE/+

8

%

#%%%

"

#%%

"

#%

"

#%

&和
*SE/+

8

%

%9D

"

%9D

&"

计算恒定增益控制矩阵
,

%

1

9#

"

1

9$

&"采用时不变线

性二次型公式求解式%

$$

&'对于时变系统"增益矩

阵
,

%

1

9#

"

1

9$

"

!

&

SU*

U#

#

M

%

1

9#

"

1

9$

&

-

%

!

&具有时变

性"可以反解黎卡提方程求解
-

%

!

&'此外"求解

-

%

!

&时给定的边界条件
-

%

!

%

&

S(

可采用李雅普诺

夫方程获得'图
!

为基于时不变线性二次型控制和

无控系统的中跨挠度响应时程曲线"设计的控制器

在梁上指定的位置
1

9#

S%4#<5

和
1

9$

S%4"C5

'

可以看出"当移动质量作用在梁上时"采用时不变控

制对梁挠度响应进行控制后的最大响应振幅为

%4%=%>@5

"控制效果为
>"9C#[

(移动质量离开梁

后作自由振动时的响应控制效果依然显著'以上结

果表明"时不变控制方法对梁挠度响应的抑制具有

一定的效果'

图
!

"

时不变控制与无控状态下的中跨挠度

;/

8

9!

"
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4
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+*E3-,3@1/'*'-1Z303+5(*E3)1/53

B

/*\+)/+*1@'*1)',+*E(*@'*1)',,3E@'*E/1/'*

图
=

为不考虑移动质量的时变控制!考虑移动

质量的时变控制与时不变控制方法获得的中跨挠度

曲线'可以看出#采用式%

$!

&的时变控制方法得到

的挠度振幅峰值为
%9%!<!@5

"控制效果为

<$9#D[

(采用时不变控制方法得到的挠度振幅峰值

为
%9%=%>@5

"控制效果为
>"9C#[

(采用式%

$=

&的

时变控制方法得到的挠度振幅峰值为
%9%$%<@5

"

控制效果为
"C9>=[

'结果表明#当作动器在梁的

两端时"时变控制方法的整体优势不明显(采用考虑

移动质量的时变控制方法可以使控制目标效果最

佳"此时该最优方案关于性能指标是最优的'

图
=

"

未考虑移动质量时变控制!考虑移动质量时变控

制与时不变控制下的中跨挠度

;/

8
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"
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B
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8

5+44

"

1/53

B

E3

F

3*E3*1@'*1)',Y/1Z@'*4/E3)/*

8

5'\/*

8

+*E1/53

B

/*\+)/+*1@'*1)',

此外"控制权重系数矩阵
*

对时变控制方法的

控制效果起一定的影响作用'图
>

为权重矩阵
*

不同时的梁中跨挠度响应'从图
>

看出"相对控制

权重系数取
*SE/+

8

%

%9D

"

%9D

&时"控制权重系数矩

阵取
*SE/+

8

%

D

"

D

&会降低控制效果'结果表明#为

考虑控制器的作用效果"权重系数
*

的取值应在适

当范围内足够小'

图
>

"

权重矩阵
*

不同时的梁中跨挠度响应

;/

8

9>

"

2/E

B

4

F

+*E3-,3@1/'*'-1Z303+5-')E/--3)3*1*

若两作动器有时需要安装在梁的同一侧"时不

变增益控制器
,

%

1

9#

"

1

9$

&与时变增益控制器
,

%

1

9#

"

1

9$

"

!

&之间的差异变得更加重要"系统与时间相关

的特性不可忽略"如图
<

所示'图
<

%

+

&为作动器全

部安装在梁左侧时不同最优控制方法获得的控制效

果'图
<

%

0

&为作动器均安装在右侧时不同控制方

法获得的控制效果'可以看出"同时安装在右侧的

控制器能够使控制目标性能最佳"而考虑移动质量

的时变最优控制方案无疑是最佳的'限于篇幅要

求"表
#

仅给出作动器位置对时变控制方法%考虑激

振力&的影响'可以看出"若考虑实际建造的必要

性"作动器同时放在右侧位置"控制效果为最佳且作

动器出力绝对水平相对稳定'

采用
H7IJ

求解时变增益控制器
,

%

1

9#

"

1

9$

"

!

&

时"需对矩阵
-

%

!

(

&实时在线更新'图
"

为
H7IJ

控

%!#

振
"

动!测
"

试
"

与
"

诊
"

断
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第
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图
<

"

两作动器安装位置

;/

8

9<

"

MY'+@1(+1')4

F

'4/1/'*

表
$

"

作动器位置对时变控制方法!考虑激振力"的影响

,-.%$

"

/001234"0-235-3"64

7

"4#3#"84"83#91+:-6#-83

2"836";913<"!2"84#!16#8

=

9":#8

=

9-44

不同作动

器位置

最小挠度下限$
@5

无控 有控

控制效

果$
[

最小控制力下限$
:

:

#

:

$

# U%9%D%#U%9%$%C"<9D# U#9!#==U#9<"C#

$ U%9%D%#U%9%$CC<C9%= U#9C<!%U!9D!#<

! U%9%D%#U%9%#>=C$9D# U%9"=!"U%9=%D"

#

#

1

9#

S%4#<

"

1

9$

S%4"C

(

$

#

1

9#

S%4#

"

1

9$

S%4#>!

(

!

#

1

9#

S

%4"

"

1

9$

S%4C#

制与考虑移动质量%激振力&的时变控制获得的中跨

挠度曲线'可以看出"

H7IJ

可以使受控系统的最

大振幅响应达到最佳控制效果"相比考虑移动质量

的时变控制方案"该方案性能指标最优'作动器位

置一定时%

1

9#

S%4#<

"

1

9$

S%4"C

&"各种控制方法的

控制力
:

#

和控制力
:

$

在
%

!

%4>4

内的时程曲线

如图
C

所示'

*%*

"

具有约束的控制变量

数值分析结果均基于控制力无约束情况下获

得"从数学角度看"无约束条件可使关于控制变量的

哈密顿函数逐点可微并允许黎卡提方程的使用"从

而对系统产生反馈控制'由于现有作动解决方案的

局限性"实际情况下需要对控制作用施加边界约束

条件'根据控制力最大上限振幅约为
$:

%只考虑

图
"

"

考虑激振力的时变控制与
H7IJ

控制的中跨挠度响应

;/

8

9"

"

M/53
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F
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8

5'\/*
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图
C

"

不同控制方法

;/

8

9C

"

]'*1)',-')@34'-E/--3)3*1@'*1)',531Z'E4

作动器安装在梁两端的情况&"这里寻求一种控制力

约束条件"达到类似的控制效果'首先"根据提出的

0+*

8

B

0+*

8

控制方法"给出控制变量的约束条件

#

:

(

%

!

&

#)

#9#

(其次"基于式%

$

&"采用含有边界约束

控制力的式%

C

&计算'上述最优控制方法需要解决

两点边值问题"式%

>

&的不连续性使式%

#

&和%

<

&雅克

比矩阵为非凡的'图
D

%
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&为控制力约束条件

#

:
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#)

#9#

时"

0+*

8

B

0+*

8

控制方法和无控下的

挠度时程曲线'可以看出"边界控制依然具有良好

的控制效果'此外"从挠度振幅峰值下限的控制效

果角度出发"基于增广矩阵的
KLI

边界控制方法

的控制效果为
""9$>[

"基于
0+*

8

B

0+*

8

控制方法

的控制效果为
""9="[

"两种最优方法的控制效果

相近"但若是在梁的自由振动阶段"基于增广矩阵的

KLI

边界控制效果优于
0+*

8

B

0+*

8

控制的控制效

果"如图
D

%

0

&所示'由此可知#考虑到实际作动器

设备存在局限性"控制工程师选取基于增广的边界
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控制方案可达到最佳控制效果'值得注意的是"边

界控制方法中的共态变量
!

%

!

&需要进行离线计算后

代入系统"但获得的系统为开环控制系统'作动器

位置一定时%

1

9#

S%4#<

"

1

9$

S%4"C

&"这两种控制方

法的控制力
:

#

和
:

$

在
%

!

%9>4

内的时程曲线如

图
#%

所示'不同控制方法的控制效果!最大控制力

上限和挠度峰值下限如表
$

所示'

图
D

"

中跨挠度响应
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图
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控制和基于增广矩阵的
KLI

边界控制
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表
&

"

不同控制方案的最大控制力上限和挠度峰值下限

,-.%&

"

>1-?2"836";0"621-8!!10;123#"858!16

!#0016183913<"!4

控制

方案

最小挠度下限$
@5

无控 有控

控制效

果$
[

最小控制力下限$
:

:

#

:

$

# U%9%D%# U%9%!D# ><9<% #9<%<$ $9!D!<

$ U%9%D%# U%9%!"% >C9D! #9=<>C $9$<$"

! U%9%D%# U%9%$%D "<9C% #9!=%" #9DDC"

= U%9%D%# U%9%$%C "<9D# #9$#D= #9<"$=

> U%9%D%# U%9%$%! ""9=" #9# #9#

< U%9%D%# U%9%$%> ""9$> #9# #9#

#

为时不变控制(

$

为无增广时变控制(

!

为有增广时变控

制(

=

为
H7IJ

控制(

>

为
0+*

8

B

0+*

8

控制(

<

为有增广
KLI

边界控制

@

"

结束语

基于一般基础性的移动
B

载荷问题"研究了恒速

状态移动质量作用的柔性梁最优振动控制问题'基

于状态变量和控制变量的线性二次型性能指标"给

出线性时变系统的状态空间方程'将最优控制问题

划分为时变与时不变最优问题"根据实际要求"通过

数值模拟比较多种最优控制方法的优缺性'对于特

定的作动器位置"应当考虑采用具有时变特征的控

制方法替代时不变控制方法'

H7IJ

求解时变增益

矩阵
,

%

1

9#

"

1

9$

"

!

&时"可随着时间步
!

(

不断对矩阵

-

%

!

(

&更新"与时变控制方法相比"

H7IJ

控制方案

的性能指标最优'文中较为复杂的边界最优控制问

题需要系统为开环系统"给定控制变量不等式约束

条件"考虑两点边界值问题"采用黎卡提方程求解时

变系统矩阵'结果表明#梁作自由振动时"基于增广

的
KLI

边界控制效果优于
0+*

8

B

0+*

8

控制"从实际

角度出发"前者方案不仅关于性能指标最优"也是控

制工程师感兴趣的最佳控制方法'
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