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软式非线性同步振动沉桩系统的动力学分析
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摘要
"

对软式非线性同步振动沉桩系统进行动力学特性研究'首先"建立同步振动沉桩系统的软式非线性振动模

型"采用一次近似解的幅频特性方程判定系统周期解稳定性问题(然后"利用选取的参数分析系统幅频特性关系"

并且根据幅频特性曲线确定系统多解处的稳定解问题"以及讨论沉桩系统参数%激振频率!土的刚度和阻尼!激振

器的偏心距等&对系统动力学特性的影响(最后"基于
3,2-,1

$

F06)-0+B

采用四阶龙格
C

库塔法运算程序进行数值仿

真确定系统周期解稳定性'通过理论和仿真系统地分析了系统周期解的稳定性特性"以及系统各参数对系统周期

解的影响'

关键词
"

非线性振动(幅频特性(稳定性(同步振动沉桩系统

中图分类号
"

GH%%!:%

(
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引
"

言

同步振动沉桩系统是通过两激振电机回转"进行

振动沉桩的'在振动沉桩系统沉桩过程中"激振电机

上的偏心转子反向回转"只产生竖直方向的激振力来

达到沉桩的目的'由双激振电机偏心转子反向回转

所组成的振动沉桩系统称为自同步振动沉桩系统'

当非线性自同步振动沉桩系统的激振电机的激振频

率与系统的一阶固有频率接近一致时"其激振电机的

激振频率被系统的一阶固有频率所俘获"此时称为系

统发生频率俘获现象)

%C#

*

'系统在频率俘获情况下"

系统的沉桩振幅最大!沉桩速度快!沉桩效率高'

自同步振动系统中存在各种形式的非线性因

素"而自同步振动系统中非线性因素将对系统的动

力学行为产生重要的影响)

!C?

*

'关于自同步振动系

统"国内外许多学者从线性或拟线性化角度把系统

简化为理想系统进行动力学特性分析)

>CE

*

"有少数学

者也考虑到系统模型的非线性特性)

%$

*

'另外许多

同步振动系统是在远超共振状态下进行相关研

究)

%%C%?

*

"这些研究并没系统研究系统周期解的稳定

性'系统解的稳定性是同步振动系统重要的特性"

因此"需深入研究同步振动系统的非线性动力学行

为及其周期解稳定性'

$

"

建立模型

在同步振动沉桩系统工作过程中"桩土相互作

用非常复杂"根据土壤应力
!

应变关系"把桩土之间

相互作用采用软式非线性弹性力来表示土壤的非线

性特性"软式非线性弹性力可表示为
"
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"式中
"

为土壤线性弹性刚度"

#

为桩的位移"

"

#

为线性弹性力"

!

为非线性系数%为小的整数&"

!

"$

#

! 为非线性弹性力"通常要比
"

#

小'当同步振

动沉桩系统的激振力由电动机驱动时"双激振电机

反向回转"振动沉桩系统在竖直方向工作"其振动沉

桩系统非线性动力学模型如图
%

所示'图中"

%&

#

为非线性振动系统坐标系"

%

为振动沉桩中心%同时

为两激振电机回转轴心连线的中点&"

%

%

"

%

#

为两

激振器回转轴心'

采用拉格朗日方程得到桩
!

土耦合动力学模型

如下

'

(

#

)

*

+

#

)

"

#

,!

"L

#

!

-

'

%

.

%

%

,

(

"

%

A(5

"

%

)

""

+

"

#

%

50+

"

%

&

,

'

#

.

#

%

(

"

#

A(5

"

#

,

+

"

#

#

50+

"

#

&

/

$%

(

"

%

-

0

'%

,

0

1

%

,

*

%

+

"

%

,

'

%

.

%

(

#

A(5

"

%

,

"" "

'

%

.

%2

A(5

"

%

/

$#

(

"

#

-

0

'#

,

0

1

#

,

*

#

+

"

#

,

'

#

.

#

(

#

A(5

"

#

,

"" "

'

#

.

#2

A(5

"

#

$

%

#

%

%

&

!

国家自然科学基金资助项目%

?%>$?$##

&(北京建筑大学科学研究基金资助项目%

$$!!%>%>$&!

&

收稿日期#

#$%?C%#C$%

(修回日期#

#$%>C$&C$D



图
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非线性动力学模型
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其中#
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分别为竖直方向的位移!速度!加速度(
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'

为振动沉桩系统的总质量"

3

为振动桩锤的质量"

'
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#

分别为两个偏心块的质

量(
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4J%

"

#

&分别为偏心块绕着回转轴心的半径(
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&分别为偏心块的角位移!角速

度!角加速度(

*

为土壤作用在桩锤上的阻尼(
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4J
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&分别表示电机
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转轴的阻尼(
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&为电

机
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绕
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的转动惯量(
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&分别为电机轴

上的电磁转矩(
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&分别为电机轴上的负载

转矩'
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模型解析

当两激振器偏心块反向回转同步运行时"并利

用振动沉桩系统的谐振原理"使桩振动而沉入地层'

系统在频率俘获状态下"认为两个电机的旋转角速

度相同"即
#

%

J

#

#

'由于偏心块同步运转"设两轴

%两偏心块&的平均转速为&
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"为两激振器偏心块的相位差角'系统在稳定

的状态下"偏心块的角加速度为
$

"即(

"

4

J$

'设

#

5

J

"

槡' "

#

%

#

5

J

*

'

'当偏心块偏心距相等"即
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'经上述参数变化"式%

%

&中的第

一个式子可变换并整理得
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当激振频率与系统第一固有频率相接近时"即

&
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'利用多尺度法进行计算频率俘获情况下系

统的一次近似稳态解"引进谐波参数
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"于是&
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研究式%

!

&的一次近似解时只要采用两个不同

的时间尺度
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需要去掉长期项的条件是
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第
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与第
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个式子乘以
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然后相减"最终整理得

到下面两个式子"即
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因此"振动沉桩系统频率俘获情况下的一次近
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系统解的稳定性
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(

>

-$

50+

+

(

%

%"

&

""

式%

%%

&整理得到

N&

N9

A(5

()

N>

N9

50+

(-,

8

$)

6

$

#

#

5

50+

(

,

N&

N9

50+

()

N>

N9

A(5

(-$&)

!

#

#

$

D

#

5

$

!

)

6

$

#

#

5

A(5

#

$

%

(

%

%D

&

""

式%

%D

&第
%

式乘以
A(5

(

与第
#

式乘以
50+

(

相

减得

N&

N9

-,

8&

,&

>

,

!

#

#

$

D

#

5

#

%

&

#

)

>

#

& %

%E

&

""

同理"式%

%D

&第
%

式乘以
50+

(

与第
#

式乘以

A(5

(

相加得

N>

N9

-,

8>

)&

&

)

!

#

#

$

D

#

5

&

%

&

#

)

>

#

&

)

6

$

#

#

5

%

#$

&

""

式%

%E

&和%

#$

&整理得到新的方程为

N&

N9

-,

8&

,&

>

,

!

#

#

$

D

#

5

>

%

&

#

)

>

#

&

N>

N9

-&

&

,

8>

)

!

#

#

$

D

#

5

&

%

&

#

)

>

#

&

)

6

$

#

#

#

$

%

5

%

#%

&

""

式%

%%

&左端为零整理为式%

%&

&"式%

%&

&可得稳

定周期解系统中的
$

和
(

"设其中一个解为
$

$

和

(

$

"则对应式%

%"

&的定常解为%

&

$

>

$

&处"即
&

#

$

P>

#

$

J

$

#

$

"可以得到式%

#%

&在%

&

$

>

$

&处的雅可比矩阵'如

果式%

#%

&在%

&

$

>

$

&处的雅可比矩阵特征根实部为

负"则系统周期解是渐进稳定的(如果式%

#%

&在%

&

$

>

$

&处的雅可比矩阵特征根实部为正"系统周期解是

不稳定的(如果特征根实部为零"系统周期解稳定性

不能确定'

'

"

幅频特性分析

选取一定参数计算
'J%$B

9

"

"J&$;

$

6

"

*J

$:&;

-

5

$

6

"

"

%

J!#;

$

6

"

!

J$??

"

!$

J

"

>

"

'

$

J

#:?B

9

"

.

$

J$:$D6

'根据式%

%&

&是系统在频率俘

获情况下幅频特性方程"采用
3,2-,1

绘制幅频特性

曲线"如图
#

所示'

图
#

"

幅频特性
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图
#

显示了软式非线性振动系统在频率俘获情

况时振幅随激振频率的变化曲线'由图可知"虚线

线段为不稳定解"即图
*@

段'非线性因素的存在导

致了振幅的多值性"从而导致了跳跃现象'激振频

率&

#

从
$

缓慢增加"此时振幅值沿
AB*

缓慢增加"直

到图中的
*

点'在
*

点时只要激振频率&

#

有微小的

增加"就会突然发生从
*

点到
C

点的自发跳跃"此时

系统发生跳跃现象%也称振幅突变&"最后随着激振

频率增加到
"

"振幅从
C

到
1

点'如果激振频率&

#

从
"

缓慢减小"则会沿图
#

中虚线箭头所指方向"从

1

出发经
C

到
@

点时"然后就发生从
@

点到
B

点的

跳跃"也就是系统此刻发生跳跃现象'随后振幅值

随着激振频率的减小缓慢地减小"最终回到
A

点'

此特性满足软式非线性系统的特点'

系统参数变化导致幅频特性变化如图
!

所示'

由图显示"整个系统的其他参数不变"仅改变土壤的

非线性系数
!

"随着
!

变小"振幅显著增加"且软式非

线性系统就越接近线性振动系统"如果系统不考虑

非线性因素时"即
!

J$

"则曲线变为线性系统幅频

特性曲线'当增大土壤线性弹性系数
"

"幅频特性

曲线向右移动"由于激振频率产生激振力"激振频率

不断变化"激振力也是变化的"因此幅频特性曲线弯

曲程度有些变大'当减小土壤阻尼系数
*

或者增加

激振力上的偏心距%偏向转子的半径
.

$

与质量
'

$

的乘积&"比如增加偏心块半径时"同步振动沉桩系

统的振幅峰值增大"曲线弯曲程度变大'

图
!

"

参数变化对振幅的影响
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系统解的稳定性计算与仿真

式%

#%

&的雅可比矩阵的特征方程为
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""

根据系统频率俘获情况下幅频特性曲线%图

#

&"找到相应的
!

个点
D

%

J

)

%?"D

"

$?%&

*"

D

#

J

)

%?"D

"

$?"E

*"

D

!

J

)

%?"D

"

$?E!

*"其中
D

#

应该是不

稳定的点"

D

%

和
D

!

应该是稳定点'在
D

%

J

)

%?"D

"

$?%&

*时"即&

#

J%:"D*,N

$

5

"

A

$

J$:%&6

时代入特

征根方程式%

##

&"得到
)

JK$?$&V4 $?槡 %"!!!

"表

明特征根的实部为负"因此
D

%

点处的周期解是渐

进稳定的(同理在
D

#

J

)

%?"D

"

$?"E

*时"

)

J$?%"

"也

就是特征根的实部为正"因此
D

#

点处的系统周期

解是不稳定的(当
D

!

J

)

%?"D

"

$?E!

*时"

)

J

K$?$&V4 %?槡 $%D

"实部为负"因此
D

!

点处的系统

周期解是稳定的'表明分析结果与软式非线性振动

系统的幅频特性一致"理论与数据代入分析相吻合'

系统解的稳定性问题也可以用相平面图来分

析"根据图
#

所对应的
!

个点
D

%

"

D

#

"

D

!

"当激振频

率&

#

J%:"D*,N

$

5

根据式%

%%

&并利用
3,2-,1

$

F06)C

-0+B

数值分析计算得到相平面图和时域波形图如图

&

和图
?

'由图
&

显示"在同步振动沉桩系统发生频

率俘获情况下"如果激振频率&

#

J%?"D*,N

$

5

和系

统一次近似解振幅
$

和相位
(

的初始值为零%

$

9J$

J

$6

"

(

9J$

J$*,N

&"振幅和相位都经历较大振荡后"

最终"振幅
$

稳定在
$:%&6

"相位
(

稳定在
$:$E*,N

左右"对应图
#

中的
D

%

点%

D

%

J

)

%?"D

"

$?%&

*&'由

图
?

显示"如果初始振幅
$

为
$:>6

"初始相位
(

为

!:%&*,N

%

$

9J$

J$:>6

"

(

9J$

J!:%&*,N

&"系统的振

幅和相位同样经历较大的振荡后"最终"系统的振幅

$

稳定在
$:E!6

左右"相位
(

稳定在
#:?*,N

左右"

对应图
#

中的
D

!

点%

D

!

J

)

%?"D

"

$?E!

*&'

由仿真分析可知"无论初始条件如何"对于激振

频率在&

#

J%:"D*,N

$

5

时"系统的稳定解可能出现

在
D

%

或者
D

!

两点"未有
D

#

点%如图
#

&'结果表

明"系统发生频率俘获情况下的幅频特性曲线的多

!#!"
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图
&

"$

9J$

J$6

"

(

9J$

J$*,N

时相平面图和轨迹图

M0

9

:&

"

WS,54

=

-,+4,+NX,U4.(*60+

$

9J$

J$6,+N

(

9J$

J$*,N

图
?

"$

9J$

J$:>6

"

(

9J$

J!:%&*,N

时相平面图和轨迹图

M0

9

:?

"

WS,54

=

-,+4,+NX,U4.(*60+

$

9J$

J$:>6

"

(

9J$

J!:%&*,N

解处有
!

个定常解"其中有两个是稳定的"这两个是

可以实现的"而另外的一个是不稳定的"在任何实验

和仿真中都不能实现'系统达到哪一个稳定解由初

始条件决定"也就是说软式非线性同步振动沉桩系

统的稳定解依赖于初始条件"而这与线性系统不同'

因此"在同步振动沉桩系统中"适当的初始位移"能

够获得大的沉桩振幅"并实现沉桩速度快"沉桩效

率高'

)

"

结
"

论

%

&理论推导系统在频率俘获情况下一次近似

解"以及理论上讨论周期解的稳定性判据问题"也利

用幅频特性方程和稳定解相平面图来实际分析系统

解的稳定性问题"且理论和计算仿真分析相一致'

#

&同步振动沉桩系统的激振频率在一定范围

时"系统将出现多个定常解"两个是稳定的"而另一

个是不稳定的'系统最终稳定在那个稳定点取决于

系统的初始条件"而出现跳跃现象的地方"都是自发

跳跃到稳定点位置而与初始条件无关'选择合适的

初始位移"以便获得大的沉桩振幅'

!

&在保证系统发生频率俘获的前提下"适当改

变系统参数"可以提高系统的最大振幅的平稳性'

表明土壤阻尼小!土壤的刚度大或者增加激振力"可

增大振幅并提高系统的沉桩速度'
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