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摘要
"

提出了基于测试获得的扫频响应反推黏弹性材料分数阶导数模型参数的方法'在同时考虑黏弹性材料阻

尼和剩余等效黏性阻尼的基础上"建立了基础激励作用下黏弹性复合板动力学方程"给出了求解振动响应的方法'

提出利用基于灵敏度的匹配计算实现分数阶导数模型参数辨识的方法'以贴敷
D:B#

型黏弹性材料的悬臂钛板为

例"辨识得到了该黏弹性材料的分数阶导数模型'将结果代入到黏弹性阻尼板振动响应分析模型中"通过理论与

实验的对比"证明了辨识参数的合理性'

关键词
"

扫频响应(黏弹性材料(力学特性参数(分数阶导数模型(参数辨识

中图分类号
"

EF>!>

(

EG##!9#

引
"

言

利用黏弹性材料耗能实现对结构件的振动抑制

已成为一种重要的被动阻尼减振方法'创建可以有

效预估黏弹性复合结构动力学特性的模型是该阻尼

减振技术的基础"要获得分析模型"必须首先知道黏

弹性材料的力学特性参数'黏弹性阻尼材料的力学

特性参数包括储能模量和损耗因子%或耗能模量&"

具有频率依赖性的特点"这是黏弹性阻尼材料最独

特的力学特点'黏弹性材料的频率依赖性使有效辨

识材料的力学特性参数成为一项具有挑战性的研究

任务'

目前"研究人员已提出大量的模型来表征黏弹

性材料的频率依赖性"典型的模型包括#复模量模

型)

#

*

!

H',,+

B

G(

8

I34

B

2@E+J/4I

模型)

$

*

!滞弹性位移

场模型)

!

*和分数阶导数模型)

=

*等'这使辨识黏弹性

材料参数变为获得上述表征模型的各个特性参数'

在上述模型中"分数阶导数模型可以有效表征真实

黏弹性材料在时域和频域的力学行为"因而得到了

广泛应用)

>BK

*

'

将数值分析和振动实验相结合的反推法是辨识

黏弹性材料力学特性参数的一种常用方法"很多学

者针对黏弹性复合梁结构进行了反推辨识'

F+)

B

A+*'J

等)

"

*基于响应面优化技术"通过实测复合梁

的振动衰减响应来辨识用复模量模型表征的黏弹性

材料参数'

LI/

等)

C

*通过实测复合梁的共振频率和

模态损耗因子"利用数值优化法反推黏弹性材料的

弹性模量和损耗因子'上述研究最大的缺陷是仅能

针对共振频率处的数据点进行参数辨识"而由于数

据点数量上的欠缺可能导致辨识的黏弹性参数与真

实值存在偏差'文献)

#%

*针对一个自由阻尼层悬臂

梁"用力锤激励测得频响函数"采用两步法反推出用

分数阶导数模型表征的黏弹性材料参数'该方法已

经不局限于仅针对共振频率点进行参数辨识"是黏

弹性材料力学特性参数辨识方法上的一个巨大进

步'但是"锤击测试涉及激励位置难以准确确定的

问题"不精确的激励点可能影响黏弹性材料参数的

辨识结果'另外"上述研究在创建的理论模型中只

考虑了单一的黏弹性材料阻尼"没有考虑梁夹持端

以及空气中存在的阻尼%这里定义为剩余等效黏性

阻尼&'这样的模型将导致测量的阻尼值总是大于

计算的阻尼值"将影响黏弹性材料参数的辨识结果'

笔者提出一种基于扫频响应来反推黏弹性材料

分数阶导数模型参数的方法'该方法具有以下特

点#

+9

以具有自由阻尼层的悬臂板形试件为对象开

展黏弹性材料参数辨识研究(

09

理论模型中同时考

虑了材料阻尼和剩余等效黏性阻尼(

@9

利用共振点

及非共振点处的数据实施分数阶导数模型参数辨

识(

M9

利用基础激励下扫频得到的频域响应进行参

数辨识'研究中建立了基础激励作用下黏弹性复合

板有限元方程"给出了求解振动响应的方法'提出
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面向振动响应!基于灵敏度法的匹配计算来实现黏

弹性参数的反推辨识'最后"以贴敷
D:B#

型黏弹

性材料的悬臂钛板为对象"实现了该黏弹性材料用

分数阶导数模型描述的力学特性参数辨识'

$

"

反推法辨识原理

如图
#

所示"基于反推法的黏弹性材料参数辨

识主要涉及
!

项技术"分别为振动测试!理论建模及

匹配计算'待辨识的黏弹性材料分数阶导数模型可

表示为
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其中#

!

!

"

%

!

&为具有频率依赖性的黏弹性材料的复

模量%

!

表示复数&(

!

为激振频率(

!

%

"

!

N

分别对

应频率为
%

和无穷大时黏弹性材料的储能模量(

"

为松弛系数(

#

为分数阶次参数'

图
#

"

基于反推法辨识黏弹性材料分数阶导数模型的原理
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对于不同的聚合物组合以及承受的力学状态的

差异"通常黏弹性材料表现出不同的力学特点)

#%

*

'

这里选择贴敷黏弹性材料的板型试件来辨识黏弹性

材料参数"是因为基于梁型试件辨识的结果不一定

完全满足板型试件动力学分析的需要'

辨识原理中的振动测试包含两部分#

+9

获得阻

尼处理前悬臂板的各阶模态阻尼比(

09

获得基础激

励作用下黏弹性阻尼板的频域扫频响应'其中"模

态阻尼比将作为剩余等效黏性阻尼引入分析模型"

而测得的频域扫频响应主要用于反推辨识黏弹性材

料参数'理论分析主要用于求解黏弹性阻尼板的频

域振动响应"笔者创建的模型中同时考虑了黏弹性

材料阻尼以及剩余等效黏弹性阻尼'

匹配计算是为了使理论模型获得的振动响应值

与实验值的偏差最小"进而反推出所要获得的分数

阶导数模型参数'这里提出了以振动响应为目标函

数!基于灵敏度的匹配计算方法'需要说明的是"匹

配计算可同时基于共振及非共振点进行材料参数辨

识"但是考虑到共振点信噪比较高"因而应优先选择

共振点'此外"选择的共振及非共振频率点总数应

大于分数阶导数模型待辨识参数的个数"对于本实

例选择的频率点数应大于
=

'

%

"

黏弹性复合板振动响应分析

%&$

"

运动方程的建立及响应求解

""

如图
$

所示"当薄板产生弯曲振动时"自由阻尼

层会随基体一起运动"在阻尼层内部将产生拉压变

形而产生耗能"从而起到减振的作用'笔者认为对

于这样的结构"层间剪切效应可以被忽略"而将黏弹

性阻尼层与基体视为一体'事实上"文献)

#%B##

*也

是按照这种忽略层间效应来对黏弹性自由阻尼层复

合结构进行建模的'

设坐标轴恰好位于复合板中性面上"

&

"

为黏

弹性阻尼层厚度"

&

'

为金属基体厚度"

&

'"

为基体

及黏弹性层中面之间的距离"

(

为金属基体中面到

复合结构中性面的距离'

图
$

"

基础激励下的黏弹性复合悬臂板
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对式%

#

&的分数阶导数模型进行实部及虚部分

解"可得到复模量模型"其表达式为
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其中#

!

"

%

!

&为黏弹性材料的储能模量(

$

"

%

!

&为黏

弹性材料的损耗因子(

!)

"

%

!

&

#

!

"

%

!

&

$

"

%

!

&为耗能

模量'

用此复模量模型进行黏弹性阻尼板的振动特性

分析'由于在辨识算法中仅涉及若干频率点对应的

#$"

第
#

期 孙
"

伟"等#基于扫频响应反推黏弹性材料分数阶导数模型



振动响应值"频率信息已包含在内"因而在响应的求

解过程中不需要考虑黏弹性材料的频率依赖性'

对于处于基础激励作用下的该黏弹性复合板"

其频域运动方程为

%

*!
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其中#

!

为复合板的质量矩阵(

"

为由夹持边界及空

气产生的剩余等效黏性阻尼矩阵(

#

!为基体及黏弹

性阻尼层共同产生的复刚度矩阵%包含了材料阻

尼&(

$

和
%

分别为相对响应向量和激振力向量'

$

和
%

表达式为

$

#

&

%

*

'&

%

=+

&

%

#*
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(

&

%

=0

&

其中#

&

%

"

&

分别为复合板的绝对位移和基础的位

移(

'

为影响系数向量)

#$

*

(

(

&

为基础的振动加速度'

式%

=

&表明黏弹性复合板的振动是由基础激励

(

&

的惯性力所产生"振动以相对坐标
$

的运动形式

出现'

这里采用模态叠加法求解黏弹性复合板在基础

激励作用下的振动响应'求解实模态的特征方程可

表示为
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其中#
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和
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+

分别为第
+

阶特征值和特征向量%模

态振型向量&'

求得的各阶模态振型向量可组成模态振型矩阵

!

"用模态振型矩阵
!

对式%

!

&进行解耦"得到一组

独立的以模态坐标
-
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%

+T#

"
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"+"

,

&表达的运动

方程"即
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式%

<

&括号内第
#

项和第
!

项系数分别为
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其中#

$

+

为第
+

阶模态损耗因子"来自于黏弹性材料

阻尼'

根据振型阻尼假设"式%

<

&中括号内第
$

项可以

写为

!

E
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其中#

!

)

为第
+

阶剩余等效模态阻尼比"可按照结构

阻尼处理前的各阶模态阻尼比引入'

将式%

K

&"%

"

&代入式%

<

&"可以将方程转换到模

态坐标下"整理后得到

-
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由式%

C

&可知"在响应的求解中同时考虑了两种

阻尼#
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由黏弹性材料产生的模态损耗因子
$

+

(

09

由剩余等效黏性阻尼产生的模态阻尼比
%

+

'

按照式%

C

&"获得每个模态的贡献度
$

!

+

为

$

!

+

#

-
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.+
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&
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结构在基础激励作用下振动响应为
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其中#, 为求模运算'

实际计算时一般不用取所有
,

阶模态"考虑的

阶次
1

只需大于分析频率范围内结构的最高阶次

即可'

%&%

"

刚度及质量矩阵的生成

对于图
$

所示的黏弹性自由阻尼复合板"选用

四边形板单元%该单元共有
=

个节点"每个节点有
!

个自由度&进行模拟'按照以下流程求解刚度矩阵

和质量矩阵'

#

&将薄板复合结构划分为若干个单元'

$

&求解单元的刚度及质量矩阵"求解式分别为
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其中#
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!和&

!

分别为单元的刚度及质量矩阵(

)

为

与单元形函数相关的应变矩阵(

+

为单元的形函数

矩阵(

&

'

"

&

"

分别为基体及黏弹性阻尼层的密度'

*

'

和
*

"

分别为基体和黏弹性阻尼层的弹性矩

阵"表达式为
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其中#

'

'

和
'

"

分别为弹性基体和黏弹性层的泊

松比'

复合板的中性面到基体中心的距离
(

表示为
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!

&在考虑约束条件的基础上组合单元刚度矩

阵及单元质量矩阵"最终可形成黏弹性复合板的总
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振
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动!测
"

试
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与
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诊
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刚度矩阵
#

!和总质量矩阵
!

'

'

"

基于灵敏度的匹配计算

参照式%

#

&"将待辨识的分数阶导数模型的
=

个

参数
!

%

"

!

N

"

"

和
#

作为设计变量"采用差分法获得

灵敏度'以
!

%

为例"第
%

个频率点振动响应对设计

变量
!

%

的灵敏度
6

!

%

"

%

可表示为
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其中#
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!

%

为设计变量的变化量%即步长&"这里设

为
#%

U=

!

%

(

"

-

!

%

"

%

为设计变量变化
"

!

%

时振动响应

的变化量%残差&'

同样"分别求出振动响应对
!

N

"

"

和
#

的灵敏度
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!

N

"

%

"

6

"

"

%

和
6

#

"

%

' 假设在整个辨识中共选择
7

个

频率点"则求得的针对设计变量的灵敏度可组成灵

敏度矩阵
,

"即

,

#

,

!

%

"

#

6

!

N

"

#

6

"

"

#

6

#

"

#

6

!

%

"

$

6

!

N

"

$

6

"

"

$

6

#

"

$

/ / / /

6

!

%

"

7

6

!

N

"

7

6

"

"

7

6

#

"

(

)

*

+

7

%

#<

&

""

该匹配计算的目标函数为

2/* -

-

%

,

"

.

*"

/

&

$

$8

-

9

"

.

8

% &

$

%

#K

&

其中#

-

-

"

-

9

分别为振动响应和设计变量的权重矩

阵(

"

.

为设计变量变化量所组成的向量(

"

/

为对应

各频率点振动响应的残差组成的向量'

"

.

和
"

/

的表达式为

"

.

#

"

!

%

"

!

N

""

"

(

)

*

+

#

%

#"+

&

"

/

#

"

-

#

"

-

$

/

"

-

(

)

*

+

7

%

#"0

&

""

需要说明的是"式%

#"

&中的残差对应所有设计

变量变化时响应的变化量'

得到如下迭代公式

.

:

#

.

:

*

#

*

%

,

E

-

E

S

-

-

,

$

-

E

0

-

9

&

*

#

,

E

-

E

-

"

/

%

#C

&

""

经过若干次迭代"满足收敛条件后迭代终止"获

得对应分数阶导数模型待辨识的
=

个参数'需要说

明的是"考虑到共振点对应的响应值信噪比高"设置

权重时应将共振点的权重设为大值"将非共振点权

重设为小值'

(

"

实例研究

以贴敷
D:B#

型黏弹性材料的悬臂钛板为例"

基于扫频获得频域响应反推分数阶导数模型参数'

(&$

"

试件及振动特性测试

阻尼处理前后的钛板如图
!

所示'该薄板的

长!宽分别为
#>=9#55

"

#%C9<55

"钛板基体的厚

度为
#9!$5

"薄板夹持区长度为
$%55

"拧紧力矩

为
!$:

,

5

'在薄板的一侧贴敷
D:B#

型黏弹性材

料"厚度为
%9>55

'钛板的材料参数是已知的#储

能模量为
##%9!$HV+

"密度为
==$%A

8

$

5

!

"损耗因

子为
%9%%%K

'

D:B#

型黏弹性材料的密度可实测获

得"具体为
K"C9>A

8

$

5

!

"黏弹性材料及钛板的泊松

比分别取
%9=C

和
%9!

"

D:B#

型黏弹性材料的分数

阶导数模型参数需要辨识获得'

实验现场如图
=

所示"涉及的仪器设备如表
#

所示'整个测试过程中均用激光测振仪拾振"参照

图
=

中的坐标"拾振点位置为
-T## 55

"

3

T

<K55

'在基于反推法的辨识中"实验系统与理论

模型相对应是至关重要的'剔除夹持区后"实验结

构为受振动台基础激励的!单面全部贴敷
D:B#

型

阻尼材料的和由夹具固定的%实践表明"

!$:

,

5

的螺栓拧紧力矩可以保证板的底部为完全固定约

束&悬臂结构系统"这就保证了实验系统与理论模型

之间激励条件!结构形式和边界条件均具有一致性'

图
!

"

钛板实验件

;/

8

9!

"

L

O

3@/53*4(43M/*1I33S

O

3)/53*1

!$"

第
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图
=

"

测试现场图

;/

8

9=

"

W@1(+,

O

I'1'

8

)+

O

I'-J/0)+1/'*1341

表
$

"

主要测试仪器

)*+&$

"

),-#./0123-.0/2/-!#.0,#/0-/0

序号 名称

# R2L#<

通道便携式数据采集前端控制器

$ V',

P

13@V7.B#%%

激光多普勒测振仪

!

金盾
X2B#%%%;

振动台

= VYF"$%<B%%#>=<$K

模态力锤

! R2L9E341,+0

笔记本工作站

对阻尼处理前的薄板进行锤击测试"采用半功

率带宽法由获得的频响函数辨识出各阶模态阻尼

比"测试结果如表
$

所示'利用振动台"设定包含共

振频率的扫频区间"对阻尼处理后的薄板进行分段

扫频测试'选择第
#

"

!

"

>

阶共振区的频域响应用于

黏弹性材料参数辨识"对应的激励幅度分别为
%9$>

"

#

和
$

8

"相应的测试结果如图
>

所示'

表
%

"

阻尼处理前薄板的模态阻尼比

)*+&%

"

4"!*5!*3

6

#.

7

1*0#"/"80,-0#0*.#23

6

5*0-9#0,"20

!*3

6

#.

7

01-*03-.0

Z

阶次
# $ ! = > < K "

阻尼比
%9!K %9#C %9$$ %9$C %9#> %9## %9#! %9%"

(&%

"

黏弹性材料的力学特性参数辨识

参照图
>

所示的扫频响应"选择
!

个共振频率

点以及每个共振频率左右各一个非共振频率点%即

!

个共振点"

<

个非共振点&"利用本研究方法进行参

数辨识'

整个模型共划分了
#%%

个单元"

#$#

个节点"利

用
2+1,+0

编程完成整个计算'参考文献)

#!

*选择

D:B#

型黏弹性材料分数阶导数模型的初值"具体

图
>

"

实验测试及理论计算得到的频域响应

;/

8

9>

"

;)3

[

(3*@

P

M'5+/*)34

O

'*434'01+/*3M0

P

3S

O

3)/

B

53*1+*M+*+,

P

4/4

为#

!

%

T#9"2V+

"

!

N

T#$9>2V+

"

"

T$9=$\#%

U=

"

#

T%9CC

'计算各频率点处振动响应对分数阶导数

模型参数的灵敏度以及振动响应的残差向量'接

着"将分数阶导数模型各参数的权重均取
%9$>

"在

振动响应的权重矩阵中"共振点处的权重取
%9$

"非

共振点处的权重取
%9%<

'最后"将确定的灵敏度矩

阵!振动响应残差向量以及权重矩阵代入式%

#K

&进

行迭代计算'设收敛条件为#计算得到的振动响应

与相应的实验值偏差小于
#Z

'经过若干次迭代"

可反推获得
D:B#

型黏弹性材料的分数阶导数模型

参数"具体结果如表
!

所示'例如"以激振频率为横

=$

振
"

动!测
"

试
"

与
"

诊
"

断 第
!"

卷
"



轴"

D:B#

型黏弹性材料的储能模量或损耗因子为

纵轴"则可对该材料进行频率依赖性频域表征"如

图
<

所示'

表
'

"

:;<$

型黏弹性材料的分数阶导数模型参数

)*+&'

"

=1*>0#".*5!-1#?*0#?-3"!-5

6

*1*3-0-1/"8:;<$?#/>"<

-5*/0#>3*0-1#*5

参数
!

%

!

N

" #

辨识值
#9>2V+ ##9!2V+

#9%$\#%

U=

%9CK

图
<

"

D:B#

型黏弹性材料的频率依赖性表征

;/

8

9<

"

YI+)+@13)/]+1/'*'-D:B#J/4@'3,+41/@ 5+13)/+,

Q/1I-)3

[

(3*@

P

M3

O

3*M3*1@I+)+@13)/41/@4

""

为了说明辨识结果的合理性"将获得的黏弹性

材料分数阶导数模型写成复模量的形式并代入到黏

弹性阻尼板振动响应分析模型中'黏弹性复合板的

频域振动响应需按照各频率点进行求解%计算步长

为
#G]

&'首先"针对每个频率值确定黏弹性材料

的储能模量和损耗因子(其次"确定总刚度矩阵
#

!

和总质量矩阵
!

"并进行模态分析(然后"取
"

阶模

态"将表
$

中的阻尼值作为剩余等效黏性阻尼输入

分析模型"按照模态叠加法求解每个频率点对应的

响应值(最后"依次类推求解各频率点对应的响应

值"绘制与实验频率范围一致的频域响应曲线"如图

>

所示'提取各指定频率点对应的理论计算与实验

测试获得的振动响应值并进行比对"如表
=

所示'

可以看出"理论计算获得的黏弹性阻尼板频域响应

值与实测值几乎一致"证明了辨识结果的合理性'

表
(

"

实验测试及理论计算获得的振动响应

)*+&(

"

@#+1*0#".1-/

6

"./-/"+0*#.-!+

A

-B

6

-1#3-.0*.!*.*<

5

A

0#>*5>*5>25*0#".

频率点$
G]

振动响应$%

5

,

4

U#

&

实验测试 理论计算
偏差$

Z

><9>= %9%!%C %9%!%= #9<$

>C9#!

!

%9$!># %9$!>< %9$#

<$9%! %9%$== %9%$=K #9$!

!<!9%C %9#!%" %9#!$C #9<#

!<K9##

!

%9=">= %9="=% %9$"

!K$9$# %9#$!> %9#$>C #9C=

<=$9#% %9%#C! %9%#CC !9##

<=>9%"

!

%9%<== %9%<=" %9<$

<=C9!< %9%#!% %9%#!> !9">

""!

号为共振点

C

"

结
"

论

#

&在同时考虑黏弹性材料阻尼以及剩余等效

黏性阻尼的基础上"创建了黏弹性阻尼板振动响应

分析模型'以理论计算获得的振动响应与实测值偏

差最小为目标函数"研发出基于灵敏度的匹配算法"

在同时保证计算精度和计算效率的前提下实现了黏

弹性材料分数阶导数模型参数的辨识'

$

&以
D:B#

型黏弹性材料为例"用本研究方法

辨识出该材料的分数阶导数模型参数'将获得的辨

识结果代入到黏弹性阻尼板振动响应分析模型中"

并比较计算得到的响应值与实测值"发现两者几乎

一致"从而证明了辨识结果的合理性'利用实例中

C

个频率点%

!

个共振点"

<

个非共振点&辨识出的黏

弹性材料参数对复合板结构进行动力学分析"完全

可以再现实际的黏弹性阻尼板频域振动响应行为'

参
""

考
""

文
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