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摘要
"

研究了一种基于奇异值分解的
EFG

改进算法和模态定阶方法'在奇异值分解基础上"根据选定阶次在动

态系统中所占比重"提出一种模态定阶指标(((奇异值百分比"将该指标应用在改进后的特征系统算法中'首先"

利用脉冲响应信号构造初始
H+*A3,

矩阵"对此矩阵进行奇异值分解生成去噪后的信号矩阵)其次"根据
I+JK'L

算

法重构
H+*A3,

矩阵)最后"利用奇异值指标确定模态阶次'通过仿真算例验证了改进后的特征系统实现算法具有

良好的抗噪能力"利用定阶指标能有效确定模态阶次!剔除虚假模态"对于阻尼识别精度更高'应用该方法对某三

厢车排气系统进行了模态参数识别"通过与
M2N

系统识别结果比较验证了方法的准确性'

关键词
"

模态识别)特征系统实现算法)奇异值分解)奇异值百分比)模态定阶

中图分类号
"

OH##!

)

OP#$!

引
"

言

结构模态参数识别是动力学的核心内容之一"

可以为动响应预示!故障诊断!安全性评估和结构优

化设计等提供参考'经过几十年的发展"模态参数

识别理论体系已经较为成熟"广泛应用于航空!航

天!土木和机械等工程领域'模态参数识别与定阶

问题在理论分析和工程应用方面有重要意义'

特征系统实现算法%

3/

8

3*4

Q

4135)3+,/K+1/'*+,

B

8

')/1R5

"简称
EFG

&是多输入多输出的时域模态

参数辨识方法'该方法最初是由
&(+*

8

等*

#

+于

#C"=

年提出"核心是利用线性系统中
H'

B

S+,5+*

的最小实现理论来识别系统模态参数'该方法便于

确定模态阶次"识别速度较快"同时对具有低频!模

态密集特征的结构具有较强的辨识能力'

P+K+*

等*

$

+研究了特征系统算法中噪声因素对系统极点影

响'

TR+*

8

等*

!

+提出了自动特征系统实现算法"并

将其应用在朝天门大桥模态试验中'

.3,+K

U

(3K

等*

=

+根据线性参数时变技术改进了特性实现算法"

将环境振动信号作为算法输入"成功辨识了旋转系

统的模态参数'同时"基于奇异值分解*

>

+的模型定

阶方法也是近年来国内外学者关心的问题"一般的

定阶方法是从通过奇异值曲线突变特点的角度来考

虑'易伟健等*

<

+提出了残差期望值法和残差期望比

法"假设噪声为白噪声"根据白噪声的均值为零的特

点确定阶次"但是该方法需多次试算来确定
H+*A3,

矩阵维数"计算量较大'周帮友等*

D

+提出了奇异值

插值法"但未深入探讨矩阵维数的确定"同时结果不

够直观'赵学智等*

"

+提出了使用奇异值差分谱的概

率来反映信号奇异值曲线的转折点现象'王树青

等*

C

+提出了利用奇异值的相对变换率的概念来确定

系统的阶次"该模态定阶方法易受到噪声干扰'

笔者研究基于奇异值分解的改进的特征系统实

现算 法 %
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)/1R5

"简称
XEFG

&"利用结构脉冲响应信号构造初

始的
H+*A3,

矩阵"根据
I+JK'L

算法*

#%

+重构新的

H+*A3,

矩阵'同时针对奇异值归一化指标难以确

定模态阶次的现象"采用奇异值百分比%

4/*

8

(,+)

W+,(3

V

3)@3*1+

8

3

"简称
N.Y

&反映选定阶次增加对

系统贡献量"并给出了模态的定价指标%

!

N.Y

&'通

过仿真算例"研究噪声因素对辨识的模态参数及模

态阶次确定的影响"最后将所提方法应用在某三厢

车排气系统模态试验中'

'

"

理论基础

'9'

"

特性系统实现算法

""

对于有限!离散时间的线性定常系统"其状态方
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程可以表示为
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' 分别为状态向量!输

入向量和输出向量)
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分别为系统的状态矩

阵!输入矩阵和输出矩阵'

利用脉冲响应函数构造
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矩阵"即
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"

时刻在激励点
,

和响应点
1

之间的

脉冲响应函数'
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矩阵'

对矩阵
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&进行奇异值分解
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由奇异值分解确定的阶次获得系统的最小实现
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对矩阵
"

进行特征值分解"求得特征值矩阵"

然后求出特征向量矩阵
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其中#
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为特征值矩阵)
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为特征向量矩阵
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根据矩阵
"

的特征值与系统特征值
!

(

之间的

关系确定模态频率
"

(

和模态阻尼
!

(

分别为
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改进后算法

传统特征系统实现算法在模态分析过程中"基

于奇异值分解后奇异值曲线的突变特点来确定阶

次"但是有时候突变并不是很明显"特别在实际工程

应用过程中"当噪声污染严重或者模态阶次过高时"

大量的噪声模态和计算模态会出现在稳定图*

##

+上"

易出现虚假模态'为剔除原始数据中的噪声*

#$

+

"在

特征系统实现算法的基础上研究一种根据基于奇异

值原理和
I+JK'L

算法改进的特征系统实现算法'

H+*A3,

矩阵
'

由脉冲响应函数构造"包含无噪声

的数据信号和噪声信号"用奇异值分解进行去噪'
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其中#
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'

和
1

分别为无噪声信号与噪声信号)

3

5

包

含重要的奇异值%

%

1

"

1[#

"
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&代表无噪声信号

部分)
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"

包含低于设置容差下的小奇异值%

%

1

"

1[
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&表示噪声信号部分'
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对矩阵
'

进行奇异值分解得到近似无噪声的

信号(

'

"此时(

'

并不是
H+*A3,

矩阵'根据反对线

元素数学平均方法*

#!

+重新构造新的
H+*A3,

矩阵"

其中每一元素可表达为
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分析流程如图
#

所示'通过流程图可以看出"

改进后的算法较传统的
EFG

多进行了一次奇异值

分解并进行
H+*A3,

矩阵重构'为了保证第
#

次奇

异值分解模态的定阶包含真实的阶次"

5

#

可适当取

值稍大同时满足
5

#

+

5

$

'

'(*

"

模态定阶!奇异值百分比

利用特征系统实现算法进行模态参数识别"需

要确定模态阶次*

#=

+

'如果选用的阶次低于系统真

实的模态阶次"就有可能遗漏真实模态)如果选用的
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振
"

动!测
"

试
"

与
"

诊
"

断 第
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图
#

"

改进
EFG

流程图
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阶次高于系统真实的模态阶次"则识别结果中会呈

现较多的虚假模态"对真实模态造成干扰'针对传

统奇异值曲线可能出现的突变不明显的特点"以及

随着阶次的增加曲线趋向水平渐近线的现象"笔者

提出一种奇异值指标(((奇异值百分比"能有效地

反映所取模态阶次在系统模态参数中的比重"进而

有效确定模态的阶次
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从奇异值所占百分比的角度考虑"

!

为计算矩

阵维数"

,

为选定的阶次"通过百分比反映选定阶次

增加对系统贡献量"该指标能有效反应选定阶次在

结构中比重'根据奇异值百分比曲线的特点"先确

定一个最小预估值"再利用奇异值百分比相邻增量

的比值变化的特点作为模态的定阶指标"公式为
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N.Y
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表示为
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因为奇异值百分比反映所选阶次在模态参数中

的比重"相邻增量比值会在真实模型阶次附近出现

巨大波动'这是因为真实模态以后阶次是噪声成

分"其增量在同一量级上"模型的定阶指标%

!

N.Y

&将

趋于平缓"接近为
#

"而在真实模态处由于增量的量

级不同"会出现一个最小值"在曲线将出现最低处即

为模态阶次'其优点是针对受噪声影响奇异值突变

不明显!不易确定阶次的现象"通过定义的
!

N.Y

"可

以有效反应模态阶次值"提高模态的定阶精度'

)

"

算例研究

仿真模型采用六自由度弹簧
B

振子系统"验证改

进方法在不同噪声工况下的识别能力"同时也验证

了在不同噪声工况下采用
!

N.Y指标来确定模态阶

次的适用性"并将改进方法应用在某三厢车排气系

统模态试验中'

)('

"

六自由度弹簧
+

振子模型

为了验证改进型的算法识别效果的优势及

!

N.Y指标的模态定阶适用性"建立如图
$

所示的六

自由度系统'
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&'通过模态

叠加法确定六阶频率"
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"

$
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&的取值使第

#

阶模态阻尼比为
!9%%̂

"其余模态阻尼比为

#9%%̂

"如表
#

所示'

图
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"

六自由度弹簧
B

振子系统
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表
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"

系统模态参数
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12344"!-5
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-7-432371

阶次
7

$

HK

阻尼比$
^

# >C9"$ !9%%

$ #%!9<# #9%%

! #=$9$D #9%%

= #C%9<" #9%%

> $!"9CD #9%%

< $D$9=> #9%%

在质量块
&

=

上施加单位脉冲激励"在
&

1

%

1[

#

"

$

","

<

&上采集振动位移响应'模型的分析频率

7

[!%%HK

"采样数
2[<%%%

'以
&

>

点输出响应

为例"加入
>̂

高斯白噪声后信号曲线与初始曲线

不易区分"图
!

"

=

为无噪声信号脉冲响应函数%

/5

B

V

(,43)34

V

'*43-(*@1/'*

"简称
X;F

&曲线及
>̂

的高

图
!

"

脉冲响应函数
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"

X5

V

(,43)34

V

'*43-(*@1/'*

斯白噪声曲线'采用传统
EFG

及改进后算法对含

有
>̂

噪声
;F;

信号进行模态参数识别'图
>

为

两种辨识算法的稳定图'曲线为
>̂

噪声下
;F;

点表示取不同阶次时识别的频率值"点的颜色反映

辨识的阻尼比与理论值的误差'分析可知"改进后

算法比传统
EFG

的稳定图更加简洁"能有效剔除

D##"

第
#

期 朱
"

锐"等#基于奇异值分解的
EFG

改进算法及模态定阶
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>

"

六自由系统稳定图比较

;/

8

9>

"

I'5

V

+)/4'*'-1L'41+0/,/1

Q

J/+

8

)+54'-4/_

B

7';

虚假模态"可直观看出改进后算法的辨识阻尼精度

更高'

笔者研究
>

种不同工况下"无噪声以及不同噪

声情况下%

>̂

"

#%̂

"

#>̂

"

$%̂

&的模态辨识结果'

给出了不同工况下
H+*A3,

矩阵奇异值归一化及奇

异值百分比"如图
<

所示'由理论解可知"六自由度

系统奇异值定阶指标应为
#$

"在无噪声情况下"奇

异值指标在阶次为
#$

发生明显突变"此时奇异值百

分比接近为
#%%̂

"与理论相符'虚线框为突变区

域"随着噪声不断增加"突变不断减缓"而百分比不

实心点表示归一化奇异值)空心点表示奇异值百分比

图
<

"

不同噪声情况下弹簧
B

振子系统奇异值曲线及百

分比

;/

8

9<

"

:')5+,/K3J4/*

8

(,+)W+,(34+*JN.Y'-4

V

)/*

8

B

5+444

Q

4135(*J3)J/--3)3*1*'/434/1(+1/'*4

断减低"但在阶次
#$

时"不同工况下百分比仍大于

"%̂

'此时"在噪声情况下难以根据奇异值突变的

特点确定模态的阶次'给出了模型在
=

种噪声工况

下
!

N.Y值的变换曲线"如图
D

所示'可以看出"

=

种

不同噪声工况下模态定阶指标%

!

N.Y

&都在阶次
#$

后出现最低"故系统的模态阶次为
#$

"与理论值相

符"说明在噪声工况下"该定阶方法可以准确地判定

系统真实的模态阶次'

表
$

和表
!

给出了在
=

种噪声工况下%工况
#

"

$

"

!

"

=

分别为
>̂

"

#%̂

"

#>̂

"

$%̂

噪声工况&"传统

EFG

和改进后算法辨识得到的频率与阻尼比误

差值'

由表
$

可以看出"传统
EFG

在剔除虚假模态

的情况下"

EFG

与改进后的算法结果的频率误差都

较小'表
!

反映两种算法在不同工况下阻尼比误

差'分析可知"高频段的阻尼辨识误差相对较大"阻

尼比受噪声的干扰较大'一般表现随着噪声的增

加"阻尼辨识误差增大'同时"改进后的算法比传统

EFG

辨识阻尼比误差较小"识别精度有显著提高'

采用六自由度系统"通过模态叠加法"

6

1

%

1[#

"

$

","

D

&的取值使第
#

阶模态阻尼比为
%9!%̂

"其

余模态阻尼比均为
%9$%̂

'仍以
&

>

点输出响应为

例"加入
>̂

噪声信号'采用传统
EFG

及改进后算

法对含有
>̂

噪声
;F;

信号进行模态参数识别"二

种辨识算法的稳定图如图
"

所示'曲线为
>̂

噪声

下
;F;

通过稳定图结果对比'分析可知"改进后算

法比传统
EFG

的稳定图更简洁"能有效剔除虚假

模态'改进后算法的辨识阻尼比与理论值的误差较

小"说明阻尼比识别精度更高'

"##

振
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图
D

"

不同噪声情况下模态阶次指标

;/

8

9D

"

2'J3')J3)/*J/@+1')4(*J3)J/--3)3*1*'/434/1(+1/'*4

表
)

"

模态频率辨识结果误差

,-.()

"

$77"7"89!3:2#8#3!4"!-5873

;

<3:=#31

阶次
理论

频率$
HK

工况
#

误差$
^

工况
$

误差$
^

工况
!

误差$
^

工况
=

误差$
^

EFG XEFG EFG XEFG EFG XEFG EFG XEFG

# >C9"$ %9%$$ ]%9%$$ %9%$$ %9%$% %9%#$ %9%#% %9%$D %9%$"

$ #%!9<# %9%%C ]%9%#% %9%%C %9%%D %9%%< %9%%< %9%%# %9%%C

! #=$9$D %9%$# ]%9%$# %9%$% %9%$# %9%#C %9%#C %9%$% %9%#"

= #C%9<" %9%!= ]%9%!$ %9%!# %9%$" %9%!$ %9%!> %9%=$ %9%$<

> $!"9CD %9%D% ]%9%<$ %9%<= %9%<> %9%D> %9%=C %9%D< %9%D%

< $D$9=> %9#%$ ]%9##< %9##% %9##< %9##" %9#%! %9#>> %9#!"

表
*

"

模态阻尼比识别误差

,-.(*

"

$77"7"89!3:2#8#3!4"!-5!-4

6

#:

>

7-2#"

阶次
理论

频率$
HK

工况
#

误差$
^

工况
$

误差$
^

工况
!

误差$
^

工况
=

误差$
^

EFG XEFG EFG XEFG EFG XEFG EFG XEFG

# !9%% %9%=C %9%=D %9#D! %9#$# %9$#< %9!!= ]%9$>" ]%9%$>

$ #9%% ]%9%=D ]%9%>C ]%9%#> %9%<% ]%9!%C ]%9%>! ]%9#"> %9#%=

! #9%% %9%$% ]%9%## %9%#> %9%== %9#DC %9%%= ]%9>$" ]%9<#<

= #9%% %9%>" %9%D" %9>%C %9=C! %9>%" ]%9%D! %9C># %9D!=

> #9%% %9D!< %9#>D %9#># ]%9#D< %9!=$ %9$"= %9<== ]%9<$!

< #9%% ]#9!$" %9#>D ]#9$%! %9#CD ]!9<$$ ]#9%"! ]"9%C" ]>9C%%

图
"

"
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噪声下稳定图比较
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""

该工况下
H+*A3,

矩阵奇异值归一化及奇异值

百分比如图
C

所示'

!

N.Y值的变换曲线如图
#%

所

示'可以看出"该工况下模态定阶指标%

!

N.Y

&在阶

次
#$

后出现最低"故系统的模态阶次为
#$

"与理论

值相符"说明在结构呈小阻尼特性下"该定阶方法仍

能准确的判定系统真实的模态阶次'传统
EFG

已

改进后算法辨识结果"如表
=

所示'分析可知"传统

EFG

在剔除虚假模态的情况下"针对小阻尼特性结

构的情况"

EFG

与改进后的算法结果的频率误差都

较小'同时"改进后的算法比传统
EFG

辨识阻尼

比误差较小"识别精度更高'

图
C

"

>̂

噪声下奇异值及百分比

;/

8

9C

"

:')5+,/K3J4/*

8

(,+)W+,(34+*JN.YL/1R>̂ *'/43

图
#%

"

>̂

噪声下模态定阶指标

;/

8

9#%

"

2'J3')J3)/*J/@+1')4L/1R>̂ *'/43

)()

"

某三厢车排气系统模态试验

研究某三厢车排气系统"主要由前消声器!后消

声器两部分组成"如图
##

所示'将模型用弹性绳悬

挂以模拟自由(自由边界条件'模态试验的激励控

制!响应测量!数据处理和模态分析"都在
M2N

O341M+0##P

软件下完成'

图
##

"

某三厢车排气系统传感器分布

;/

8

9##

"

OR343*4')
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Q
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图
#$

"

某三厢车排气系统物理模型

;/

8

9#$

"
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Q

4/@+,5'J3,'-+43J+*@+)3_R+(414

Q

4135

根据文献*

#>

+中的方法和经验选取传感器安装

位置"采取单点激励多点测量移动传感器固定锤击

点的测量方式"选取了
$#

个测点作为三向传感器的

安装位置"以编号
$%

点作为激励点"

8

方向进行敲

击"如图
#$

所示'利用
M2N

系统测得结构的加速

度响应"取
#=

点信号为例"分别给出两种辨识算法

的稳定图"如图
#!

所示'

表
?

"

模态参数识别结果

,-.(?

"

9!3:2#8#=-2#":731<521"84"!-5

6

-7-432371

阶
次

频率 阻尼

理论值$

HK

EFG XEFG

识别值$
HK

误差$
^

识别值$
HK

误差$
^

理论值$

HK

EFG XEFG

识别值$
HK

误差$
^

识别值$
HK

误差$
^

# >C9"$ >C9"< %9%D >C9"< %9%D %9!% %9!%%$$ %9%D %9!%%#< %9%>

$ #%!9<# #%!9<$ %9%$ #%!9<$ %9%$ %9$% %9#CCD" ]%9## %9#CC"C ]%9%>

! #=$9$D #=$9!% %9%! #=$9!% %9%! %9$% %9$%%#" %9%C %9$%%!> %9#D

= #C%9<" #C%9D< %9%= #C%9D< %9%= %9$% %9$%%!# %9#> %9$%%%> %9%$

> $!"9CD $!C9#$ %9%< $!C9#$ %9%< %9$% %9$%%># %9$> %9#CCD= ]%9#$

< $D$9=> $D$9DD %9#$ $D$9D< %9#$ %9$% %9#CC>% ]%9$> %9#CCC! ]%9%!
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图
#!

"

排气系统稳定图比较

;/
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"
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图
#=

"

排气系统奇异值及百分比

;/

8

9#=

"

:')5+,/K3J4/*

8

(,+)W+,(34+*JN.Y'-+3_R+(41

4

Q

4135

""

分析可知"改进后算法比传统
EFG

稳定图更

加简洁"可以有效剔除虚假模态"便于确定模态阶

次)以
M2N

系统试验值作为参考值"频率点颜色表

征识别阻尼比误差的大小'通过对比分析"传统算

法识别阻尼比误差整体范围在
#%̂

#

$%̂

"误差较

大"而改进后算法阻尼比误差整体范围在
%9%̂

#

<9%̂

"误差相对较小"故改进后的算法阻尼比误差

更小"精度更高'

#=

点处归一化奇异值分百分比曲

线如图
#=

所示'根据奇异值百分比大于
"%̂

确定

一个模态的阶次预设最小值为
#"

'奇异值模态阶

次指标如图
#>

所示'在阶次为
$$

时指标将要达到

最小值"故系统的模态的阶次
$$

'同时给出了传统

EFG

与改进后算法辨识结果"表
>

为表示
M2N

系统

试验测量值与两种算法辨识结果'

图
#>

"

排气系统模态阶次指标

;/

8

9#>

"

2'J3')J3)/*J/@+1')4'-+3_R+(414

Q

4135

表
@

"

模态参数辨识结果

,-.(@

"

9!3:2#8#=-2#":731<521"84"!-5

6

-7-432371

阶
次

试验测量值
EFG XEFG

7

$

HK

阻尼

比$
^

7

$

HK

阻尼

比$
^

7

$

HK

阻尼

比$
^

# #!9>D #9"C #!9># $9#! #!9>! #9"!

$ !%9$C %9CD !%9!= #9%% !%9$C %9C#

! ==9!> %9<# ==9$< %9>< ==9$< %9>C

= >#9!! #9>> >#9<! #9"> >#9=> #9D=

> <=9<> #9C" <=9<" #9"C <=9DC #9C!

< C#9#= #9%! C#9=$ #9#= C%9<! %9C>

D#%#9#D #9<! #%%9D$ #9>" #%%9<D #9<%

"#!!9%% #9"< #!#9<D $9%= #!#9"% #9C#

C#==9$% $9"$ #==9<! $9=> #==9D# $9<"

#%#<"9$= %9C= #<D9"% #9%< #<D9C% #9%!

##$=!9## %9CD $=$9$! #9%> $=$9!> %9CC

*

"

结
"

论

#

&根据奇异值分解原理对特征系统实现算法

进行改进"并提出一种判定奇异值阶次的指标(((

奇异值百分比"根据奇异值百分比曲线的特点"首先

确定一个最小预估值"再利用其增量比值变化的特

点来确定模态的阶次"在曲线将出现最低处对应着

模态真实的阶次'

$

&通过仿真算法辨识验证了改进后
EFG

的稳

定图更加简洁"且阻尼比识别精度更高"研究了噪声

因素对辨识参数及模态阶次的影响'结果表明"改

进后算法具有更强的抗噪能力"特别是阻尼识别精

#$#"
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度更高"同时利用
!

N.Y方法定阶效果更好'

!

&将上述方法应用在某三厢车排气系统模态

实验中"识别结果良好"验证了改进
EFG

和
!

N.Y定

阶方法的有效性'
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